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AVANT-PROPOS 



Dans le cours que j'ai professé au Collège de France, pendant les 
années 1898-1899 et 1899-1900 (0, et dont diverses circonstances 
ont retardé la publication^ je me suis proposé principalement de 
rechercher comment s'exerce Tinfluence des conditions aux limites 
sur le mouvement des Quides. 

S*il s*agit des liquides, la question revient à un problème analo- 
gue à celui de Dirichlet, \e problème de Neumann (*) qui fait Tobjet 
du premier Chapitre de cet ouvrage. La théorie des fondions har- 
moniques a êubi, dans ces derniers temps, d'importants perfection- 
nements dont la plupart ne se rattachaient que de loin à mon sujet ; 
j'ai utilise, en les empruntant à un mémoire de M. SteklofT, ceux 
qui intéressent directement le problème de Neumann. 



(*) Les Chapitres I à IV correspondent sensiblement au cours de J 898 1899, 
et les Chapities V-VII. à celui de 1899-1900. J'ai toutefois rajouté à l'impres- 
sion la discussion de la uiéthode de Neumann d'après M. SteklofT (N<>* l!9- 
lO), les conditions nécessaiies pour le minimum du potentiel élastique 
N« 270) et les notes finales. 

(*) C'est du moins, la dénomination que j*ai adoptée dans le texte, aT^c 
M. Stekloff. Dans les récents travaux relatifs aux fonctions harmoniques, qui 
ont paru pendant Timpression du présent ouvrage cette même dénomination 
est employée avec un sens tout différent. 11 y auiait donc lieu de la modifier, 
d'autant plus que, si Fr. et C. Neumann ont reconnu Timporlance du pro- 
blème en question, la priorité, au moins en ce qui regarde la publication 
imprimée, parait revenir à Bjerknes et à Dini. 



VIH AVANT-PROPOS 

Dans le cas des gaz, on est, au contraire, conduit à la théorie 
d'IIugoniot, sur laquelle Tallenlion a élé attirée depuis quelques 
années, grâce aux leçons ^Hydrodynamique, Elasticité et Acous* 
tique de M. Duliem. 

Pour rendre tous les services que la Mécanique peut en attendre, 
celte théorie, — même telle que la développent les Mémoires Sur la 
propagation du mouvement dans les corps (Journal de l'Ecole 
Polytechnique, tome XXXIII, cah. 57-59), où la notion de compa- 
tibilité est mieux dégagée que dans le Mémoire du Journal de 
Liouville, — m'a paru réclamer quelques compléments. C'est ainsi 
que j'ai dû mettre en évidence les faits d'ordre purement cinéma- 
tique en les séparant de ceux qui dépendent des propriétés dyna- 
miques du mouvement. Moyennant cette distinction, ainsi qu'on 
devait s'y attendre, beaucoup de points de vue s'éclaircissenl. Grâce 
à elle, en particulier, une représentation géométrique apparaît im- 
médiatement. Celle-ci, à son tour, permet de rendre plus étroite 
l'analogie qui existe entre les ondes telles que les conçoit Hugoniot 
et celles que considère la mécanique vibratoire. 

Enfin, il y avait lieu de rapprocher^de la théorie d'IIugoniot celle 
des caractéristiques des équations à plus de deux variables indé- 
pendantes qui en est l'expression analytique et dont J. Beudon, 
avant ea mort cruellement prématurée, a pu poser les fondements. 

La résolution du problème de Cauchy pour les équations linéai- 
res, suivant la voie ouverte par Kirchhoff, se relie d'une manière 
directe à la notion de caractérij^tique et se plaçait naturellement après 
elle. Je n'ai toutefois pas développé dans tous ses détails une théorie 
qui, malgré les importants travaux publiés depuis l'époque où ce 
Cours a été professé, n'est pas encore parvenue à sa forme défini- 
tive. 

Au reste, par sa nature même, un exposé comme celui dont j'ai 
essayé de définir ainsi l'objet et qui, à la rigueur, comprendrait 
toute la mécanique des milieux continus, ne saurait être complet, 
et je n'ai pas eu la prétention de l'être. 



AVANT-PROPOS IX 

Je tiens à remercier ici M. Guadel, ancien élève de l'Ecole Poly- 
technique, dont la coUaboralion m'a élé très précieuse. Je lui dois 
en grande partie la rédaction des deux premiers Chapitres, dont il a 
également perfectionné certaines démonstrations. Je suis très heu- 
reux d'ailleurs d'exprimer ma reconnaissance à tous mes auditeurs 
du Collège de Irance, dont l'aide complaisante a facilité à bien des 
égards la publication de ces leçons. 

J. IIadamard. 
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ERRATA 



Au lieu de : 



Lire 



Page 25, ligne 7 en remon- 
tant 

Page 26, avant- dernière 
formule, au second mem- 
bre 

Page 28, ligne 13 (formule). 



j j 9Qds =jjpds^0 I j podS = r jpdS^O 



d<T 
A.B'y — A.'By 



dS 
A.B', — A'yB. 



Page 35, ligne 3 (formule). - -L / / y" P'«?? " Â^t: f f ' 



7"F(fS 



Page 49, formule (45) . . / A,(V,W)dS+ / W~ 5S 



// 



Ai(V.W)dS 



+ I WAîVciS 



Id., ligne 10 en remontant. régulière et non nulle 
Page 57, ligne 9 . . . . hermonique 

Page 77, ligne 4 en remon- 

**"^ les initiales devenues 

Page 83, note Journal de VEcole Poly- 
technique, tome XXXIX 
Page 101, ligne seconde à 

partir de la formule (47). ^1 S«a? ô<p 6«y ô© B^z 
àx W "*■ i>y fit-' "^ (^ St« 






WAîVdS 

régulière et non constante 
harmonique 

les indices devenus 

.. tome XXXIII 

5p ^ "^ ôy 51^ "^ b^ 5tî 



Zll 



BHRATA 



Au lieu de : 



Lire : 



Page 102, ligne 3», en re- 








6/ 
Tt 


montant 




?/ ^ 




I*age 129, dernière ligne . 




^w , „ 1 


^z 


àz p ô:r 


Page i30, formule (4) . . 


z 


Cy(pti) b^ 


à (pic) 
àx 


QP ô(^) &(pr) b(ptc) 
àt^ àx ^ dy ^ Oz 


Pages 132 et 133, passim. 




(5) 




(5) 


Page 133, formule (8) . . 




6T 






Page 144, ligoe 11 en re • 






^P 


montant 




(2) 




(2') 


Page 158, ligne 5. . . • 




D, B', B, G. A 




D. B', B, - C, A 


Page 163, formule (32) . . 




iàz _^\ 
\ÔT, ài\l 






Page 170, formule (53). . 




J(K^.-0(T»- 


<)) 


J S/I^ {\ - 5') (T. - T/) 


Page 172, ligne 7. . . . 


sans doute quelques 


diffi. 


en g<»néral des difficultés : 






oultés . 




nous le rencontrerons au 



§ 3, nO" 194 et suiv. dans 
un cas particulier. 

Id., ligne 10 le long dé t j^ j^^^ ^^^^^^ ^ 

Page 187, avant-dernière 

ligne ....... ^"® *®^*® discontinuité ^ne teUe continuité . 

Page 190, ligne 9 en re- 
montant second second ordre 

Page 202, ligne 16 . . . ^i ^^3 Hj, H2 

Page 205, ligne 8. ... (66) (gg') 

Page 225, troisième for- 

mule (1) ^ 5^ 

Page 233, ligne 16 ... gf ^ 

Page 239, ligne 13 (for- 
mule) «!« + ViP + ti?iY ^^a ^ ^jP ^ ^^^ 

Page 260, ligne 14 . . . les valeurs (14) les valeurs (25) 

Page 270, ligne 7 en re- 
montant ^-^i S%-'-^» 

Page 286, ligne 3 en re- 
montant Nous retrouvons donc les Nous retrouverons donc, si 

mômes conclusions X^' — 0ÎJb' "'est pas nul, 

Page 287, ligne 6, en re- les mômes conclusions 

montant dont la portion représentée dont la positionre, présentée 

Page 297, ligne 10 en re- ^ ^ 

montant La condition =0 La condition -— ^ 

Id., ligne 6 en remontant. une nouvelle condition de nouvelles conditions 

Page 314, note. . .... L^évanouissement simul- L^évanouiftsement simultané 

tanée 



BRRATA XIII 

Au lieu de : Lire : 

Page 316, 6« ligne de la 

note Optik Optik 

Page 31î>, ligne 11 . . . D (x,, ... a?2» ^-) n (^i» *« ••» a?n) 
Page 331, ligne 11 en re- 
montant ou de leurs dérivés ou de leurs dérivées 

Page 336, dernière ligne. a, b, c a^ b, c 



CHAPITRE PREMIER 



LE DEUXIÈME PROBLÈME AUX LIMITES DE LA THÉORIE 
DES FONCTIONS HARMONIQUES (l) 



§ i. - PROPRIÉTÉS CLASSIQUES DES FONCTIONS HARMONIQUES 



1. — On sait qu'une fonction V est dite harmonique dans un domaine 
D si, pour tous les points intérieurs à D, elle même et ses dérivées des deux 
premiers ordres ont des valeurs déterminées et si de plus 

1'' elle satisfait à Téquation AV = ; 

2^ dans le cas où le domaine D est illimité, elle est régulière à l'inGni, 
c'est-à-dire qu'elle se comporte comme un potentiel et ses dérivées, comme 
les dérivées d'un potentiel. 

Sont harmoniques, en dehors des masses attirantes : 

{** les potentiels de distributions spatiales 



///^ 



X dy dz 



(i) Voir entre autres : Bjerknbs, Sur le mouvement simultané des corps, Act. 
Soc. Se. Christiania, 1868-1871 ; Dini, SulV Equazione A2u = 0, Annali di Mate- 
matica, série II, tome 5; 1871 ; Betti, Principii dcll Idrodinamica razionaîe, Mem. 
Ac. Se. Bologne, tomes 1-5, 1871-1874 j C. Neumann, XJntersuchungen ùber dos 
Logarithmische und Newton^sche Potential, Leipzig, 1877; Fr. Neumann, Potential 
und Kugelfunctionen, édité par C. Neumann, Leipz. 1887 ; Stbklofp, C. R. Ac. 
Se, passim ; Les Méthodes générales pour résoudre les problèmes fondamentaux 
de la Physique mathématique, Ann. Fac. Se, Toulouse, 2<^ série, tome II, et un 
autre ouvrage (en russe) de même titre, Kharkow ; 1901 ; Poincaré, passim, etc. 

HaOàmàrd i 



CHAPITRE T 

2° les potentiels de simples couches 



ff' 



rfS 



3' les potentiels de doubles couches 



.ff"Û 



r- dS 



fonctions du point M dans lesquelles U désigne une fonction de Télément 
d'intégration appelée densité ou épaisseur, 

A la seule condition que Tépaisseur U soit partout finie, ces potentiels 
sont partout finis et continus ainsi que leurs dérivées premières, excepl('% 
s*il s*agit de potentiels superQciels, sur la surface qui les porte : sur celle-ci 
.il y a discontinuité pour le potentiel de double couche et pour les dérivées 
premières du potentiel de simple couche : les intégrales qui représentent 
soit la première de ces fonctions, soit la dérivée normale de la seconde 
subissent deux augmentations brusques égales à 2tz\] lorsqu'on passe d'un 
point pris dans le voisinage de la surface et du côté de la normale positive 
à un point pris sur la surface, puis lorsqu'on passe de ce dernier à un 
point pris dans le voisinage de l'autre côté. Les dérivées tangentielles du 
potentiel de simple couche, au contraire, restent continues. La dérivée 
normale du potentiel de double couche reste également continue sous cer- 
taines conditions de continuité de l'épaisseur U, lesquelles sont, en parti- 
culier, vérifiées si U a, sur la surface des dérivées premières et secondes (*). 

Si y est une fonction harmonique, dans un domaine, on a, en dési- 
gnant par r le rayon vecteur issu d'un point quelconque de la surface 
limite et aboutissant au point A : 



4 ,/V \ \ 0, si A est extérieur au domaine. 

J ( Ya^î A est intérieur. 

V 

Cette formule exprime la valeur de V en A en fonction de ses valeurs et 




(*) Voir, par exemple, Liapounofï : Sur les potentiels dédouble couche, Kharkow, 
1897 ; et Sur certaines questions qui se rattachent au problème de Dirichlet, Jour- 
nal de Mathématiques, 1898. 
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de celle de sa dérivée normale sur une surface quelconque entourant ce 
point, et cela sous forme d'une somme de potentiels de simple et dédouble 
couche. 

On en conclut qu'une fonction harmonique dans un domaine : 

1* est analytique, c'est-à-dire développable en série de Taylor autour de 
tout point intérieur au domaine ; 

2® ne peut avoir ni maximum ni minimum en un point intérieur. 

La première de ces deux propriétés peut encore s'énoncer sous la forme 
suivante : 

Si deux fonctions harmoniques Vj et V^ sont définies dans deux domaines 
D, et Dg extérieurs l'un à l'autre, mais ayant une frontière commune 2 ; si 

/7\r* iîv" 

leurs valeurs Vj et Vj ainsi que celles de leurs dérivées normales -^ et --r-^ 

(celles-ci comptées toutes les deux dans le même sens) sont les mêmes 
sur 2, V, et Vg, sont le prolongement analytique Tune de l'autre. 

La seconde ?e généralise en ce sens que non seulement une fonction har^* 
monîque ne peut avoir ni maximum ni minimum, mais que étant données 
les limites extrêmes L et L' de cette fonction sur une surface fermée, on 
peut trouver, pour la différence des valeurs qu'elle prend en deux points 
donnés situés à l'intérieur de cette surface, une limite supérieure qui est 
une fraction déterminée de L' — L. L'une des conséquences de celte 
remarque est le théorème de Harnack, d'après lequel : 

i* Une série dont les termes sont des fonctions harmoniques et positives 
dans un domaine D ne peut être convergente en un point intérieur à ce 
domaine sans être uniformément convergente et harmonique ainsi que les 
séries dérivées, dans tout domaine intérieur à D ; 

2'^ Une série de fonctions harmoniques uniformément convergente sur la 
frontière d'un domaine est d'ailleurs uniformément convergente et harmo- 
nique dans tout ce domaine. 

2» — La notion de fonction harmonique peut s'appliquer à un nombre 
quelconque de variables. Dans le plan, on sait que toute fonction harmo- 
nique est la partie réelle d'une fonction synectique de la variable ima- 
ginaire z ^=-x -\- iy, et réciproquement. Soit V la fonction harmonique, 
V -+- iW la fonction synectique : W est une autre fonction harmonique, 
qui sera dite conjuguée de V. On a : 

rfV_(fW 
ds dn ^ 



CHAPITRE l 



OÙ ds est un élément d'arc quelconque, d7i un élément d'arc normal au 
premier et positif à gauche. On en tire : 

Une fonction conjuguée est donc déterminée à une constante près. V étant 
uniforme, W ne le sera que si 



/ 



--- ds =0 
an 



le long du ou de l'ensemble des contours limites. 

La fonction qui joue, dans le plan, le même rôle que - dans l'espace est 

log-;. Elle donne naissance à des potentiels (potentiels logarithmiques), 

analogues à ceux dont nous venons de parler au n** 1, et qui sont harmo- 
niques dans toute région du plan extérieure aux lignes ou surfaces atti- 
rantes. 

Une fonction harmonique dans le plan est dite régulière à Vinfini si 
l'on peut trouver deux constantes M et C telles que l'allure de la fonction 
à l'inGni soit celle de 

MIogi-HC. 

3. Problèmes aux limites. — On peut se proposer de déterminer une 
fonction V harmonique soit par la connaissance de ses valeurs V sur 

d\ 
la frontière, soit par celle des valeurs -7— de sa dérivée normale, soit 

par celle des valeurs de -7 h\,h étant une quantité positive. Le pre- 
mier de ces problèmes est le problème de Dirichlei : problème intérieur 
quand tout le domaine d'intégration est à distance finie; problème ex-- 
térieur quand il s*élend à l'infini en tous sens : dans ce dernier cas, il est 
bien entendu que la fonction doit être régulière à l'infini. 

Si le problème de Dirichlct a une solution, il n*en a qu'une, sauf s'il 
s*agitdu problème extérieur dans le plan, car alors la condition que deux 
fonctions soient régulières à Tin fini n'implique pas que leur différence y soit 
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nulle. Il faudra donc se donner alors l'une des deux constantes M et C. 
On ne peut pas toujours se donner arbitrairement C, mais on peut toujours 
se donner M ; par exemple, s'imposer la condition que M = 0. 

4« — La question relative aux fonctions harmoniques dont la solution 
intéresse le plus Thydrodynamique n*est pas le problème de Dirichlet, 
mais le deuxihne problème aux limites ou problème de Neuman?i, celui 
dans lequel on donne les valeurs de la dérivée normale. Ce deuxième pro- 
blème aux limites, dont l'étude est l)eaucoup moins avancée que celle du 
problème de Dirichlet, est celui dont nous allons nous occuper maintenant. 
11 peut être, comme le premier, intérieur ou extérieur. Dans le premier 
cas, le théorème de Gauss fournit une condition de possibilité 



dn 

(1) 




— rfS = dans Tespace, 



-^ ds = dans le plan. 



les intégrales étant prises sur Tensemble des frontières du domaine. Par 
contre, si le problème est possible, il entre évidemment une constante 
arbilraire additive dans la solution. 

Dans le cas du problème extérieur, il n*y a pas de condition de possi- 
bilité, et pas de constante arbitraire additive si Ton est dans l'espace, à 
cause de la condition de régularité. Dans le plan, au contraire, la constante 

additive G subsiste. Quant à la constante M du terme M log - , elle est dé- 



terminée par le théorème de Gauss 



Jtc / dn 



5* Problèmes généralisés. — On peut encore déterminer une fonction 
U par la condition 

(2) AU = /-, 

OÙ /*est une fonction donnée, et par des conditions aux limites semblables 
aux précédentes. 
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Les problèmes ainsi posés se ramènent immédiatement aux problèmes 
sur les fonctions harmoniques correspondants. 
Posons en effet 

U = - W -4- V, 



W étant le potentiel spatial 
W 



=-L I J J r^^^^^^' 



On a 



avec 



ou 



V=ÏÏ-hW' 

à V ^ du dW 
dn dn dn 

Une transformation analogue ferait disparaître, au lieu du second membre 
de l'équation aux dérivées partielles, celui de la condition aux limites. 



§ 2. — LE DEUXIÈME PROBLÈME AUX LIMITES 
EXISTENCE DE LA SOLUTION 

6* — Lord Kelvin a indiqué, pour établir l'existence de la solution du 
deuxième problème aux limites, une méthode analogue à celle qu'adonnée 
Riemann pour le problème de Dirichlel. Cherchons le minimum de Tinté- 
grale 



1=: 



fffm-m-mv^'^' 



pour les fonctions V satisfaisant à Téquation 
(3) K= I I \FdS 



où K est une constante arbitraire, mais non nulle ; nous désignons par F 
les valeurs données de la dérivée normale sur la surface. 
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Si on suppose la condition de possibilité remplie, soit 



(!') 



//.*■"="■ 



I est positif quelle que soit la fonction Y et ne s'annule pas si Téqua- 
tion (3) est vériGée : en effet I ne peut s annuler que si V est une constante, 
ce qui donnerait (en vertu de Téquation (1') ) 

K = 0. 

Dès lors on est amené à penser que 1 a, pour les fonctions V satisfaisant 
à Féquation (3), un minimum positif. Si on suppose, ce [qui n'est pas 
démontré, que ce minimum est réellement atteint pour une fonction V 
particulière, on peut démontrer avec lord Kelvin que cette fonction V 
constitue, à un facteur constant près, une solution du problème aux limites 
proposé. 

Changeons en effetVenY-i-sW dans 1, celle-ci devient! H- 8,1 -i-Sj 1-4-.. . 
où $nl représente l'ensemble des termes en e** dans le développement de I 
effectué suivant les puissances croissantes de e. On doit avoir 

a, 1 = 

quelle que soit W, pourvu que cette fonction satisfasse à 

(3') / / WFrfS==0. 

Mais 

/Il ^^^ ^ ^y i^ ^z ^2 ) ^ 

II faut donc que l'équation 

(4) / j W^dS-\- j j I W^\'dxdyd2 = 
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soît une conséquence de l'équation (3'). Prenant d*abord pour W une 
fonction nulle sur la surface et ayant le signe de AV partout ailleurs, on 
voit qu*il faut avoir dans tout le domaine 



AV = 0. 

dn 



d\ 

L'équation (4) se réduit dès lors à son premier terme. Elle montre que -,— 



doit être proportionnel à F. 
En effet, nous allons voir que, quelle que soit la fonction U, on aura 



//' 



//"ri 



liFrfS 



rfS 



X étant un nombre bien déterminé. Il suffit évidemment de montrer que 
ce rapport est le même pour deux fonctions quelconques U et U'. Or, 
quelles que soient U et U\ on peut toujours trouver une constante (x telle 
que U + i^U' substituée à W dans Téquation (3') satisfasse à cette équation. 
Elle devra donc satisfaire aussi à Téquation 



// 



W ^ rfS = 0, 
an 



ce qui suffit à démontrer la proposition. On en tire 



//"(^-■'•S''8=». 



quelle que soit la fonction 1 ' ; il faut donc que tous les éléments de Tinté- 
grale soient séparémenls nuls, soit : 



(5) ^==^Si^ 



G. Q. F. D. 



Réciproquement, une fonction harmonique V satisfaisant à Téqualion (5) 
satisfera à Téquation (3), K étant convenablement choisi, et, parmi toutes 
les autres fonctions satisfaisant à cetle équation (3), rendra niinima Tin- 
grale 1. 

U est d'ailleurs clair que le raisonnement précédent prête aux mêmes 
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objectioRs que le raisonnement analogue de Riemann, rien ne permettanl 
d'afGrmer l'existence du minimum considéré. 

T. — En réalité, non seulement on n'est pas certain, a priori, qu'un pro- 
blème quelconque de calcul des variations ait une solution, mais il est aisé 
de voir que le cas où la solution existe ne doit en aucune façon être consi- 
déré comme plus général que le cas opposé. 

Considérons, par exemple, Tintégrale 



/ 



\/dx^ H- di^r 



Si l'on cherche le minimum de cette intégrale relativement aux différents 
arcs de courbes qui joignent entre eux deux points A et B du plan, on voit 
que ce minimum existe et est fourni par le segment de droite AB. 

Cherchons maintenant le minimum de la même intégrale, lorsqu'elle est 
étendue, non plus à tous les arcs de courbes qui joignent A et B, mais seu- 
lement à ceux de ces arcs qui admettent en A et B des tangentes données. 
Il est aisé de constater que ce minimum n'est pas effectivement atteint. Il 
existe, en effet, des lignes (par exemple des arcs de coniques de plus en plus 
aplaties) admettant en A et B les tangentes données, et dont la longueur 
diffère d'aussi peu qu'on veut de celle de la droite AB. Cette dernière lon- 
gueur est donc le minimum cherché : or, elle ne correspond à aucune ligne 
satisfaisant aux conditions du problème. 

Nous avons donc ainsi deux problèmes de calcul des variations dont l'un 
admet une solution, l'autre non. Or, il n'y a aucune raison, a priori, pour 
se poser l'un de ces problèmes plutôt que l'autre, et c'est le second qu'il 
aurait été le plus naturel d'envisager si, dans l'intégrale proposée, la fonction 
inconnue avait figuré non seulement par sa dérivée première, mais encore 
par sa dérivée seconde. 

D'une manière générale, considérant l'intégrale 



F {x, .y, y', .... ;/•''') dx 



et étant données les valeurs de y, »/',•••, î/t'') pour c = Jq et pour x = .r,, les 
méthodes classiques du calcul des variations apprennent à trouver le mini- 
mum de l'intégrale si v < |x — 1. Mais si, au contraire, v > |a, le minimum 
n'est pas effectivement atteint (sauf pour des valeurs particulières des don- 
nées). 
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8.— La théorie des fonctions harmoniques elle-même fournit aisément des 
exemples analogues. Cherchons, en effet, le minimum de Tintégrale 



1=^ 



///[(S)'-C|r+(:î)']-^^-. 



la fonction V étant assujettie à cette double condition que V et sa dérivée 
normale prennent, sur la surface S limite de T, des valeurs données T et V/. 
Si un tel minimum était atteint, il correspondrait nécessairement à une fonc- 
tion harmonique, alors qu'il n'en existe aucune vérifiant à la fois les deux 
séries de conditions aux limites données. 

Le minimum est d^ailleurs fourni par la fonction harmonique Yo qui prend 
sur S les valeurs données V. C'est ce que Ton constatera (du moins dans le 
cas où cette fonction a ses dérivées finies au voisinage de S) en considérant 
les fonctions de la forme 



OÙ X est une constante positive; <p, une fonction quelconque satisfaisant, sur 
dn 



S, aux conditions tp = V, ;t^ = V„'; F = Téquation de S, F étant positif 



dF i>F oF 
à l'intérieur de T et les dérivées •--» -— » — n étant pas toutes nulles sur S. 

iW c^y c^z 



On 


aura 


















ftar ■ 




-h 


F 

F-H 




Jl 






■oV 


cy 


-f- 


F .yv„- 

F -+- X oy 


±) 








os 


-t- 


F 


"X ~^ 


■J) 



(V„- 


-'?).^(F-h 


■d 


(v„- 


?) ,_., (r+ x) 


(Vo- 


\ " i P 


.) 



On voit par là que la fonction V satisfait, quel que soit X, aux conditions, 
aux limites données, puisque Vq — o est seul sur S. De plus, en vertu des 

V — m 

hypothèses faites sur Vo et sur F, le quotient -%î — '- ne dépasse pas une 

certaine limite K : il en résulte que les dérivées de V sont partout inférieures 
en valeur absolue à une limite indépendante de X. 
Dès lors, l'intégrale I, pour X très petit, tend vers la quantité 



i.= 



///[(*)•- (tr-fê)']^'"»^- 



ainsi qu'on le voit en divisant l'intégrale en deux parties, l'une relative à la 
région où F < e^ et qui tend vers zéro avec e (quel que soit X) parce que 
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le volume d'intégration est infiniment petit ; l'autre relative à la région où 
F > e et où (e ayant une valeur déterminée quelconque) les différences 

(iX iW isy dy dz ^z 

sont infiniment petites avec X. 

Le minimum cherché est donc lo et ne peut être atteint par des fonctions 
satisfaisant aux conditions imposées ('). 



§ 3. — CAS DU PLAN 

9. — Dans le plan (Dmi, Zoc, cit.), le deuxième problème se ramène 
immédiatement au premier. 
En vertu de Téqualion 

dY _ _dW 

dn ds 

où W est la fonction conjuguée de la fonction cherchée V, on est évidem- 
ment conduit aux opérations suivantes : 

1® Quadratures pour déterminer W le long des contours limites ; 

2° Résolution du premier problème aux limites sur la fonction W ; 

3** Dérivation de W et quadrature 



-j-~ ds = I ' dt/ —- dx = I 

dn J 007 ^' ^y J 



V ^5 = V. 

ds 



10. Discussion de la solution. — i° Problème intérieur. — Bien en- 
tendu la condition de possibilité est vérifiée, soit 



(1) / S^^=«' 



!■■ 



rintégrale étant prise le long de l'ensemble des contours tant extérieurs 
qu'intérieurs. 

(t) Tout récemment, M. Hilbert est arrivé à modifier le raisonnement de Riemann 
de manière à prouver Texistence de la solution pour le problème de Dirichlet et 
même, plus généralement, pour un problème quelconque de calcul des variations, 
moyennant, bien entendu, des conditions restrictives dont la nécessité résulte de ce 
que nous venons de dire. 
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Si Taire donnée est à un seul contour, cette condition exprime que la 
fonclion W est uniforme le long de ce contour, puisque Ton a 






~j- as. 
ds 



Dès lor.-», la fonction W est bien déterminée dans toute l'aire, et l'inté- 
-— dij — '-— dx, uniforme dans la même aire, fait connaître la 

fonction cherchée. 

CdY 
S'il y a n contours limites, Tinlcgrale j --, ds ne sera pas, en général, 

nulle sur chacun d'eux, et par conséquent, la fonction W aura sur ces 
contours, des périodes. Mais on fera disparaître n — 1 de ces périodes (et, 
par suite, la 71*"®, en vertu de l'équation (1)) en retranchant de la fonc- 
tion V -H AV, des fonctions logarithmiques convenablement choisies, par 
exemple de la forme 

h log (x 4- iy — - a^) (^ = 1, 2, ..., 71 — 1), 

ocj, a^, ... a„_i étant les affixes de points situés respectivement à l'intérieur 
des n — 1 contours intérieurs et les X des constantes réelles. Les terme 
ainsi introduits ne modifient d'ailleurs V que d'une quantité uniforme. 

Cette précaution étant prise, on connaîtra les valeurs de W aux limites* 
mais seulement à une constante additive près sur chaque contour. 

Lorsque n = 1, la constante unique ainsi ajoutée aux valeurs de W au 
contour s'ajoute par cela même à la fonction W dans toute l'aire : elle est 
sans influence sur la valeur de V. 

Mais, pour n > 1, une seule des constantes additivcs c,, c^, .., e» cor- 
respondant respectivement aux dilTérents contours Cj, C^, ..., C» de l'aire 
peut être considérée comme insignifiante. Les n — i autres (ou plutôt les 
différences c^ — c„, Cj — c„, ..., c„_i — c,^ influent d'une manière essen- 
tielle sur la fonction W. 

D'autre part, pour que la fonction Vsoit uniforme dans l'aire considérée, 
il faut que Ton ait, sur chacun des n contouis, 



/ 



--. - ds .= {) \ 
dn 



les n équations ainsi obtenues se réduisant d'ailleurs k 71 — 1, puisque la 
fonclion W est harmonique. La question est donc de déterminer les cens- 
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tantes c,, c^, ..., r„«j (en supposant Cn = 0, ce que Ton a le droit de faire 
d*après ce qui précède) de manière à satisfaire aux conditions qui viennent 
d'être écrites. 

Soit ^i la fonction harmonique qui prends sur C», la valeur constante 1 
et, sur chacun des n — 1 autres contours donnés, la valeur zéro ; et soit 

fj rintégrale 1 -^ ds, prise le long du contour Cy. L'addition de la cons- 
tante Ci aux valeurs de W sur le contour Gj ajoutera évidemment à W le 
terme Cj<pi et à I --r— ds, le terme Cj^j- Les équations auxquelles devront 

satisfaire les d seront donc de la forme 

n — i 

2 ca; = «; (i=l,2, ...n) 

t = l 

où les oij sont des quantités données. 

Ces équations, se réduisant an — 1 distinctes, détermineront les Cj, à 
moins que le déterminant S ±: 7} 7^ ••• t"-1 ^^ ^^'^ ""1- 

Mais cette dernière hypothèse ne peut se réaliser, ce qui revient à dire 
qu'on ne peut jamais, par des valeurs non toutes nulles des c„ satisfaire 
aux équations 

n — i 
2; ca; = (i=l,2, ...,n-l). 

t = i 

En effet, «p^ étant constamment compris entre et i, la quantité 7/ est 
certainement négative et la quantité 7/ (i ^j) positive (*). En particulier, 

n 

on a 7^>.0(t = 1, 2, ..., n — 1) et, par conséquent, l'identité ^ Y/=0 

t = l 
(laquelle résulte de l'identité évidente ?i 4- ?2 "^" ••• + ?n = i) donne 

n-l 

Iy/I> ^ ^{/ 

où le signe 1/ désigne une somme étendue aux indices i qui sont différents 

(*) Les quantités y/ ne sauraient être nulles si Ci, Cj, .... Cn-i désignent les con- 
tours intérieurs : il faudrait, en effet, pour cela, que -J- fiU partout nul sur Cj. Mais, 

dans ce cas, la fonction 9. et la fonction égale à (pour i y J) ou h i (pour t = /) 
dans tout Tintérieur de Cy seraient (n» 1) en prolongement analytique Tune de 
Tautre, et 7. serait constant, ce qui est absurde. 
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de^. L'équation correspondant à l'indJce j ne saurait donc être vériOée 
si Cj est la plus grande en valeur absolue des quantités c^ c^, ..., Cn-i» 

2** Problème extérieur, — On retranchera de V, comme précédemment, 
des termes logarithmiques tels que la fonction conjuguée W n*ait point de 
périodes sur les contours limites ; et Ton conviendra de déterminer cette 
fonction W de manière que la constante M (n° 2) soit nulle. Dans ces 
conditions, les choses se passent exactement comme pour le problème 
intérieur : la fonction cp^sera la fonction harmonique qui est égale à un sur 
le contour d'indice i, à zéro sur tous les autres contours, et qui est régu- 
lière à l'inGni avec une constante M égale à zéro. 



§ 4. ~ CAS DE L'ESPACE — APPLICATION DE LA MÉTHODE DE NEUMANN 

11. — La question n'est pas aussi simple dans le cas de l'espace. Il ne 
suffit pas alors de pouvoir résoudre le problème de Dirichlet par une 
méthode quelconque pour en déduire la solution du deuxième problème 
aux limites. 

Par contre, on peut déduire cette solution de la résolution du problème 
de Dirichlet ^ar la méthode de Neumann, 

On sait en eflet, que cette dernière donne la solution cherchée sous la 
forme d'un potentiel de double couche. 

Cela posé, supposons qu'il s'agisse du problème extérieur, et prenons 

F 
un potentiel de simple couche de densité .j-, la normale étant positive à 

l'intérieur du domaine (c'est-à-dire à l'extérieur de la surface limite 
donnée S) et F désignant la valeur donnée de la dérivée normale. Soient W 
ce potentiel, U sa valeur sur la surface. Déterminons ensuite un potentiel 
de double couche défini à Vmtérieur de S et prenant les valeurs U aux 
points infiniment voisins de S situés à l'intérieur : soit W ce potentiel, qui 
s'obtient par la méthode de Neumann et dont la dérivée normale est con- 
tinue au passage de S. 
La fonction cherchée est 

V = W — W ; 

en effet cette fonction, étant la différence de deux potentiels, est har- 
monique dans le domaine considéré. De plus sa dérivée normale prise 
sur la surface limite a pour valeur 

dn d7i dn dn dn 2t. 



PROBLÈME AUX LIMITES DE LA THEORIE DES FONCTIONS HARMONIQUES i5 

Dans le cas du problème intérieur, il y a une condition de possibilité : 



// 



FdS ^. 0. 



On suivra d'ailleurs exactement la même voie que pour le problème exté- 
rieur. La condition de possibilité exprimera que la constante C qu*il faut 
ajouter dans la méthode de Neumann au potentiel de double couche pour 
le problème de Dirichlel sera nulle. La différence des dérivées normales 
se calculera comme dans le cas précédent. 

12. — L'emploi de la méthode de Neumann peut prêter toutefois à deux 
sortes d'objections : 

1® Neumann n'a démontré la légitimité de sa méthode que dans le cas 
d'une surface convexe et non biétoilée. M. Poincaré (*) a levé cette restric- 
tion en démontrant dans des cas bien plus étendus la convergence des 
développements de Neumann ; 

2" 11 n'est pas évident que la fonction obienue ait toujours une dérivée 
normale, et l'étude des conditions d'existence de cette dérivée est assez 
délicate (voir Liapounoff, Journal de Mathématiques -pures et appli- 
quées 1898). 

Les conditions sufGsantes obtenues à cet égard par M. Liapounoff sont 
de forme relativement compliquée, et rien ne dit que ces conditions soient 
remplies par les fonctions successives à la formation desquelles conduit la 
méthode de Neumann. 

Cette deuxième objection a pu être également levée. Grâce aux travaux 
de MM. Slekloff et Korn, nous allons montrer, comme l'a fait M. Stekioff 
dans les Mémoires cités plus haut, qu'il suffit d'avoir établi la légitimité 
de la méthode de Neumann telle qu'on l'étudié habituellement, pour pou- 
voir l'appliquer au problème qui nous occupe. 

La méthode de Neumann ainsi appliquée revient d'ailleurs, ainsi que 
nous allons le voir, à la méthode donnée par Robin pour la recherche de 
la distribution électrique en équilibre. 

Nous désignerons par M un point déterminé quelconque, par r sa dis- 
tance à un point variable M' de la surface. Toutes les quantités relatives à 
ce dernier point seront indiquées par des lettres accentuées. C'est ainsi]|que 



{}) Acta Mathematiea, t. 20; 1896. 
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nous désignerons par rfô' un élément de la surface S entourant le point M', 
lorsque nous intégrerons par rapport à la position de ce point sur la sur- 
face ; par dnl un élément de la normale en M', au lieu que dn désignera 
un élément de normale en M, lorsque M sera sur la surface ; par V, la 
valeur en M' d'une fonction quelconque V. 

Une fonction quelconque V pourra d*ailleurs avoir des expressions diffé- 
rentes suivant qu'on sera à l'extérieur ou à l'intérieur de S : elle sera 
désignée, suivant Tusage, dans le premier cas par V^^dans le second par Vf. 
C'est ainsi que, pour un potentiel de simple couche, par exemple, nous 
aurons à distinguer en un point M de la surface les deux dérivées normales 

dS dW 

-T-' et ,-. Nous considérerons en outre l'intégrale 

J J ?' U '^^' =J J ^' '"' ''' "' '^^'' 

d\ 
(p étant la densité) autrement dit la valeur de ,— qu'on obtiendrait en dif- 

férentiant sous le signe / | , comme si cette différenlialion était légitime 

et qui est, comme on sait la moyenne des deux dérivées —-' et -j-^. 

Nous désignerons celte dernière quantité par la notation ( t-). 

pQ étant une fonction continue sur la surface S ; considérons la suite de 
quantités 






l«' ' P, = .A I / ?', ,,;î' l'S' 



qui sont précisément celles qui interviennent dans la mélhode de Robin (*). 

(>) Toutefois, dans cette dernière, la fonction gq est prise tello (iiu* / I po^S V- 0, 
tandis que nous aurons, au contraire, à supposer cette même int^jrrale nulle. 
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Ces quantités peuvent être exprimées à l'aide de potentiels de simples 
couches. Si, en effet, Ton pose 



v.= 



(7; 



les équations (6) donneront évidemment 

/dVA /dWA /dVk\ 

('d^)=P^' l3^;=P«' [dK)=^'' 

D'après les propriétés connues des potentiels de simples couches, toutes 
les intégrales (6) et (7) existeront et seront continues dès que la fonction p^ 
possédera cette propriété. 

D'autre part, la fonction V]^ étant harmonique à l'intérieur de notre 
domaine et possédant des dérivées normales à la frontière, on a, en un 
point de S, 

mais V'^est un potentiel de simple couche de densité | — .y^: ( — ;>-"—)• On 
a donc 

dn'"^\dn'/ \ dn! /' 

substituant dans l'équation précédente, le terme — ,3— I 1 - ( i -r^* ) c/S' 
fera disparaître le premier membre, et il viendra 



Hadamasd 
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Or ces équations sont précisément celles que Ton écrit dans la méthode 
de Neumann, celle-ci étant appliqui^e en partant de la fonction 



'■=--//^ 



C') V. = -,^ / / ^-'dS'. 



Toutefois nous n'obtenons ainsi les fonctions successives de Neumann 
que sur la surface même. Mais il est aisé d'en déduire Texpression de ces 
mêmes fonctions dans les domaines intérieurs et extérieurs. Soit, en effet, 

Vit le potentiel de la double couche d'épaisseur — .^— V^,, c'est-à-dire 

l'une des fonctions cherchées. On aura, à la surface; puisque le potentiel de 
ladite double couche a, sur la surface même la valeur V^ 

V'ki = Vfc 4- V^. i 

et cette équation a dès lors Heu dans tout le domaine intérieur. De même 
on a, pour le domaine extérieur, 

Il résulte de là que les polenliels i\.i et ?v.. admettent des dérivées nor- 
males, puisque les V^. en admettent. Do plus, si l'on tient compte des 
valeurs des dérivées normales des V^, il vient 



dn " dn 



(dy,\(d\,^,\ 

\dn) \ dn' )' 



Il est donc bien prouvé que Vk admet, de part et d'autre de S, des déri- 
vées normales et que ces dérivées normales sont égales entre elles. 

13. — Pour étendre la même conclusion à la somme de la série formée 
avec les t\ comme l'indique Neumann, il faut invoquer, avec M, Liapou- 
nof, deux lemmes dont le premier est relatif au mode de continuité de 

\-r~) ^"'^ '* surface et le second, à la manière dont les dérivées normales 

tendent vers leurs limites au voisinage de cette surface. On suppose que 
celle-ci est partout régulière idu moins dans le voisinage des points consi- 
dérés) et, en particulier : 

1^ qu'elle admet en chaque point un plan tangent déterminé ; 

2° qu'il existe une longueur D assez petite pour qu'une parallèle à la 
normale en un point quelconque de S ne puisse couper S en deux points 
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situés à l'intérieur de la sphère qui a ce point pour centre et D pour rayon ; 
3® que les plans tangents en deux de ses points situés à une distance r 
l'un de Tautre font un angle moindre que Kr, K désignant un nombre que 
l'on peut assigner une fois pour toutes i *}. 

1 3 his, — Il résulte aisémen t de là que chacun de ces plans tangents fai t 
avec la corde qui joint les deux points un angle inférieur à K?* (K désig- 
nant une constante] (^). 

14. — Dans ces conditions, soit Vie potentiel d'une simple couche de 
densité p étendue sur la surface S et cherchons, en fonction de la distance 
MM, = 0, l'ordre de grandeur de la dilTérence entre les valeurs que prend 

( -, ) en deux points voisins M et M, de S, soit de la quantité 



// 



9(^^^-^^dS', 



en désignant par i\ r, les distances des points M, M, à un point quelcon- 
que M' de la surface, centre de l'élément c/S', et par ^, t{;i les angles que 
M'M et M'Mj font respectivement avec les normales Mn, M,n, en M et en 
M. [fig. 1). 

Nous partagerons S en deux parties, Tune s comprenant les points dont 
la distance à M est inférieure à [i8 (fi élaut un nombre déterminé plus 
grand que 1), l'autre s^ comprenant le reste de S. 

Dans la première, l'intégrale l Ç—??^ d^ sera plus petite que KA / -f 

(en désignant par A le maximum de |p| sur S), quantité qui, moyennant 
les diverses hypothèses qui ont été faites, sera plus petite que KAo. Une 

évaluation toute semblable s'applique à / ^ ^^\ ^^ ds'. 

Dans la partie «q, les rapports g, y sont supérieurs à ji — 1 et le 
rapport ^^, compris entre -^^ et 77:^. D'autre part, l'angle M'M,M ou 



(0 M. Liapoiinof suppose soulem^nt rjue cet anjîle est inférieur à Ar» : il serait 
ais/î d'adapter les raisonnements qui vont suivre à cette nouvelle hypothèse. 
. (-) Nous désignons indifféremment par K divers nombres positifs dépendant de la 
surface, mais indc^pendants du choix des points M, M,, M' et de la forme de la fonc- 
tion p. 
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soQ supplément esl inférieur à Kr (13 bis) et, par conséquent l'angle 
MM'M| est inférieur à Ko ; il en est donc de même de | ces ^ — cos «J^j | , 
en vertu des inégalités 

2 I cos 4^ - cos ^J < I 4, - ^., I < (M/i, M,n,) + (M'M, M'M,). 




— â 5 est 

K8 

plus petit que -^ et, par conséquent, la 



D*autre part, l'inégalité |r, — r| < o montre aisément que 

plus pet 
quantité 



/cos ^ cos ^. \ 

P ( -p^ - -TT.-' j = 

[, y i 1 \ , cos <}/ — cos ^^'] 



apparaît comme inférieure à —5- . 

Or l'intégrale | 1 - .^- , étendue à la portion de surface pour laquelle 

V > R, est inférieure à K | log K | . 

Donc enfin la différence considérée est inférieure k KAo log S. On remar- 
quera que la limite supérieure ainsi trouvée ne suppose même pas que 
soit continu : il suffit que cette fonction soit finie. 

14 bism — Soient, en second lieu, M, un point voisin de M et situé d'un 
%!6té déterminé de S, par exemple à Tinlérieur, de manière que MM^ ne soit 
pas tangent à la surface et fasse même avec elle un angle supérieur à une 
limite déterminée ; r^, la distance de Mj à un point arbitraire M' de S, 
laquelle, dans ces conditions, est avec MiM, dans un rapport qui reste supé- 
rieur à une limite déterminée; 4^2» l'angle que fait M'M, avec la normale 
Mn en M ; ç>, Oj les angles que font M'M, M'M^ avec la normale Wn' en M 
(fig, 2). Cherchons à évaluer la différence qui existe entre l'intégrale 

/ / P ^^\ ^^ dS' et l'intégrale analogue / 1 P-^Lj dS' prise en M. 

Cette fois, outre les hypothèses précédemment admises sur la forme de la 
surface S, nous en ferons une sur les valeurs de la fonction p : nous sup- 
poserons que la valeur de p en M' diffère de la valeur po que prend cette 
fonction au point M d'une quantité inférieure à Lr», en désignant par ot 
un exposant déterminé (évidemment au plus égal à 1, si M est quelconque 
ot que p ne soit pas constant) et par L une constante. 
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Nous remarquerons ensuite que l'intégrale | | ^ — 5— ^ d& est égale à 

2tz^^ et rintégrale / / Po — r^ ^S à 4^0^, et nous écrirons la différence 
cherchée sous la forme 

Nous connaissons la quantité li. Four évaluer I^, nous décomposerons 
encore S en deux parties s, ^^ formées 
respectivement des points dont la distance 
au point M est inférieure ou supérieure 
à ;jL$, 8 désignant celte fois la distance 
MM, et (Ji un nombre Gxe (plus grand 
que 1). 

Dans Sy les deux intégrales 

f fip' - P.) '-y rfS' et Jfip' - p,) 5^ dS' 

sont inférieures à KL8*, en vertu de Thypothèse faite sur p' — po et du fait 
que r^ est dans un rapport fini avec 0. 

Dans *o» >ï suffira de remarquer que | cos cp — cos 92 I < 2 | q — 9, | 

< I K sin 19 — 92 I < — et que -^ â < -^â pour voir que 1 inte- 

gralejjflp'-po) {^^^"^^J^ dS' est plus petite que KuJJ^J. 
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Or rintégrale | j -^.a, étendue à une portion de surface pour laquelle' 

K 
r > R, est inférieure à urzi"*' I^onc on a I., <1 KLo*. 

Quant à I3, il est, dans s. inférieur à KAo, comme on le voit immédiate- 
ment en remarquant que | ces 'l — cos 'f | et | cos 6^, — cos ^^ | sont infé- 
rieurs à K?*. Dans s^, on remarquera r cos 1 — )\ cos '^^ et r cos o — r., cos ^^ 
sont rcspociivement égaux à cos et cos 0', en désignant par et 0' les 
angles que fait MM, avec les normales en M et en M', angles dont la diffé- 
rence est plus petite que Kr. 

deux termes 



j ,., , cos à — cos 'f cos '\'., — cos ?) 1 1 1 

La quantité : — ^ — -^ — .. '-■ sera donc la somuio de 

1 «li >. - 



et 



r cos ^ — r^ cos 'l^ — > r cos o — r., cos '^.. cos — cos 0' 



r .cos '\> — cos o I ", — - , L 



dont chacun esl inférieur à — ^. L*inlégrale I3 prise dans Sq' sera donc 



/'^ 



moindre que KAo 1 / - t, , c'est-à-diro que A'Ao log 0. 

Donc enfin la différence cherchée est inférieure à KLo* |)our a < 1, e.t à 
K (A H- L; log 0, pour a = i . 

Notre raisonnement suppose toutefois que le point 0^, se rapproche de M 
de manière que Tangle deMM^ avec la surface ne soit pas infiniment petit. 
Mais il est aisé de se passer de cette condition. 11 suffit, lorsqu'elle \\e>i 
pas réalisée, de considérer un point Mj situé sur S et tendant vers M en 
même temps que M^ de manière que Tangle de MiM. avec la surface soit 
toujours supérieur à une limile déterminée. On comparera alors les deux 

• i' 1 r rcos'i/ ,^, , r Tcos 'y., ,^, , p. ,, , , roos'i, ,^ 

intégrales II- ,,- d^ et / f .l" f/h a 1 intégrale analogue / . ^ '^ï> 

relative au point M, : en vertu de ce que nous venons de démontrer et de 
ce qui a été étahli précédemment 11° \X\ nous aurons, pour les deux dif- 
férences ainsi obtenues, des limites supéii(»ures de la même f<irme que 
celles qui viennent d'être indiquées pour le cas où MM^., faisait avec la 
surface un angle fini. La conclusion est donc absolument générale. 
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15. — Nous avons encore une remarque à présenter, relativement à la 
dérivée normale du potentiel de double couche. Les conditions précédem- 
ment imposées k la fonction p ne nous permettent pas de conclure que 
cette dérivée a une limite à la surface, ni même qu'elle est Bnie ; mais la 
limite supérieure que nous allons trouver pour cette dérivée, quoique 
augmentant indéfiniment lorsqu'on s'approche de la surface, va suffire 
pour la suite du raisonnement. 

Nous obtiendrons cette limite supérieure en remarquant que la dérivée, 

suivant une direction quelconque, de l'expression. — 2"^ (où r est la dis- 
tance du point variable M à un point déterminé quelconque M' de la sur- 
ir 
face et <p Tangle de MM' avec la normale en M') est inférieure à -,. La 

dérivée du potentiel de double couche sera donc moindre que KÂ / I — 3- 

(où Â est le maximum de |o|). Or il est aisé de s'assurer (en comparant, 
par exemple, avec l'intégrale analogue prise en remplaçant la surface par 

son plan tangent) que cette expression est moindre que -i?- , si est la 
distance du point M à la surface. 

16. — Cela posé, reprenons les fonctions Vt ; supposons démontré (comme 
on est conduit à le faire dans la méthode de Neumann) qu'elles tendent 
vers une constante L, la ditlérence étant uniformément plus petite que le 
A:*™* terme d'une progression géométrique de raison X. Cherchons d'abord 

à en déduire une limite pour p* = { 77— )• 

A cet effet, M étant un point de la surface et M^ un point pris à Tinté- 
rieur sur la normale en M, à une distance du point M, appliquons k la 
fonction p^ les inégalités que nous avons trouvées aux n"^ 14 et 14: bis. R]^ 
désignant le maximum de | 0,. \ sur S, nous voyons d'abord que la diffé- 
rence de deux valeurs de p^.'. ^ correspondant à deux points de S situés à 
une distance d Tun de l'autre est moindre que KRkd^ (a étant plus petit 
que i, mais d'aussi peu qu'on le veut). 11 en résulte que, en M^,, la valeur 

de — rr-^ satisfait k l'inégalité 

Or V*4 2 peut se mettre sous la forme 'd'un potentiel de double couche. 
Nous avons vu, en effet, que la double couche d'épaisseur V^ avait pour 
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potentiel intérieur V^ -f- Vfc^.^. Donc V^ sera à une constante près, (étant 
données les hypothèses de convergence faites sur les V) le potentiel d'une 
double couche dont l'épaisseur est 

par conséquent moindre que CX^ [C étant une constante déterminée). 
L'inégalité trouvée pour la dérivée normale du potentiel de dt)uble couche 
permet donc de mettre l'inégalité (9) sous la forme 

I P»+ , - P*+ . |< K ((R* -H R,, ,) S« + ^); 

a. 

nous ferons $ == X«, X'^ = X', et il viendra (*) 

(10) |p*^,-p.4-il<(K(R* + «*+0+^^)^''- 

Kn particulier, on aura 

R, + 2<R*+i 4-.X'*[K(R, + R,. + ,)-+-C]. 

On obtiendra une limite supérieure de Rit en remplaçant les inégalités 
successives ainsi obtenues par les égalités correspondantes. On aura alors 
Rik4. , > Rjk et, par conséquent, 



ou 



R, + ,<R,4_,H-X'M:2KR,.:., 4-C) 

R*4-. +2TC< '* -^ ^^'^ (^'+' -^ 2Tc)- 

Cette inégalité nous montre Rfc -+- ^ 1^ comme un produit infini conver- 
gent, et, par conséquent, R^^ comme une quantité finie. 

Tl en résulte d*après Tinégalité (10) que la série ^ (p* f i — ?k) con- 
verge uniformément à la façon d'une progression géométrique. La fonc- 
tion pk tend donc, en chaque point de la surface, vers une limite p, qui 
satisfait (d'après les équations de définition (6)) à l'équation 



kfjÂ"^-- 



(1) K désignant toujours indifféremment divers nombres positifs qui ne dépendent 
([ue de la nature de la surface S, C dé8i<,^nera indifféremment divers nombres posi- 
tifs qui ne dépendent que de S et de la forme de la fonction py. 
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Si l'intégrale I / o^dS est différente de zéro, cette fonction p n'est pas 

identiquement nulle 1 puisque Ton a / I p^S "=^11 Po^^ ) * ^^^^ ^^^ ^^ 

distribution de la couche électrique en équilibre (la surface S étant celle 
d'un conducteur isolé et soustrait à toute influence), la méthode par laquelle 
elle vient d'être obtenue étant celle de Robin. 

Si au contraire / I p^dS =11 pû?S = 0, la fonction p est identique- 
ment nulle. Gela revient, en effet, à dire qu'une couche électrique en équi- 
libre par elle même et de quantité totale nulle est à l'état neutre partout : 
proposition dont la démonstration est bien connue. 

Ipikl est alors plus petit que CX'^ (G désignant une constante). Il en résulte, 
d'après le n® 14, que la différence des valeuj-s de p^ en deux points M, M^ 
de la surface est moindre que GV^. MM," ; puis, en vertu du n° 14 6/s, 
que l'on a l'inégalité 



(11) 



(SL -:----> 



< cx'*. Mm, 



et enfin, d'après ce qui a été vu au n° 12, l'inégalité 



i»«' I (S).. -('•-"- 



< GX ^ MM,' 



Gette dernière inégalité est d'ailleurs vraie, que le point M, soit intérieur à 
la surface (r^ = Vià) ou extérieur (Vk = Vi^e) ; elle démontre que la conclu- 
sion relative aux dérivées normales des fonctions v^ s'étend à la série de 
Neumann qui a pour termes ces fonctions, puisque le coefficient de MM, i 
dans le second membre, est le terme général d'une série absolument con- 
vergente ; elle achève par conséquent la résolution de la question. 

Si I I Pfjds =11 pds ;zf 0, nous n'avons à nous occuper que de la 

solution du problème hydrodynamique extérieur , et, par conséquent, nous 
n'avons à considérer que la série par laquelle Neumann résout le problème 
de Dirichlet lîitMeur. Or cette dernière est alternée, de sorte qu'il nous 
sufGra, cette fois, d'établir des inégalités analogues à 11) et à fl2^ en 
remplaçant V;t, Vk. 9k par V;t — V^_i, Vk — v^-,, Pk — p/t- r ^r ^" obtien- 
dra de pareilles inégalités en remplaçant, dans les raisonnements qui ont 
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conduit aux formules (il) et (12), pk parp* — p^-i, lequel est en toute 
hypothèse ( que / / p^dS soit nul ou non J inférieur à CV*. 

La conclusion demandée est donc établie dans tous les cas. Elle nous 
fait connaître la solution du problème de Neumann, p^ étant pris égal 
aux valeurs données F de la dérivée normale et la fonction V, définie 
par Téquation :7'] n'étant autre, au signe près, que le potentiel W du 
no II. 

m» — Si au lieu de se donner exactement les valeurs d'une fonction 
harmonique V sur la surface limite S d'un certain volume, on se donne seu- 
lement une limite supérieure du module de V, on peut, ainsi que nous 
l'avons rappelé plus haut, assigner des limites supérieures aux modules de 
V et de ses dérivées en un point intérieur quelconque. 

De même, on peut se proposer de trouver des inégalités analogues lors- 
qu'on se donne, non plus une limite supérieure de [V|, mais une limite 

\d\\ 
supérieure de U- à la surface. Il ne peut être question, ici, d'obtenir une 

limite supérieure de |V| en un point donné, puisque V n'est déterminé 
qu'à une constante près. On peut seulement assigner une limite à la diffé- 
rence des valeurs de V en deux points intérieurs donnés quelconques. 
C'est à quoi la méthode précédente permet aisément de parvenir (*). 
Soit en effet a une limite supérieure du module de 

dn 
I F |< a. 

Le potentiel W déGni plus haut 



-v,=w =//,!,., 



sera tel que Ton aura 

I W 1< Ka. 



(1) PoiNCARK. — Sur les équations fie la Physique Mathématique, Rendic. âel 
Circolo matematico di Palermo^ tome 8, p. 114-115; 1894. 
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K étant une constante ne dépendant que de la forme de la surface. On en 
déduit, si [W] représente Toscillation possible de W : 

[W] < 2 Ka. 

On détermine ensuite dans la méthode de Neumann : 

VV 

V,, potentiel de double couche d'épaisseur ^ _, 

V 

V3 )) )) » .T-^, 



Vi » » » -»y 






et Ton a, d'après Neumann, X étant une constante positive inférieure à un : 

[VJ<XrW] 
[V3] < X LV,J 

On en déduit : 

[V, + J<2X'-Ka 

tV] = [W 4- sVd < LW] + 2: [Vil < j~i^ 2 K« 

ou 

IV] < h^, 

h étant une constante déterminée. 

18« Recherche directe d'inégalités. — On peut, jusqu'à un certain 
point obtenir des conclusions analogues directement sans passer par la 
méthode de Neumann, en employant quelques-uns des moyens par lesquels 
M. Poincaré (^) a établi la légitimité de cette méthode et faisant tout 
d'abord usage de l'inégalité de M. Schwartz. 

On sait que cette inégalité résulte de la considération de l'intégrale 

H = S [(A, 4- lB,y -h (A, 4- XB,)-^ ^ -+-( A, 4- XB,)'^] rfcr 

où S est un symbole d'intégration simple ou multiple étendue à une mul- 
tiplicité 7, d<s l'élément différentiel de c ; Aj, A^, ..., B^, B^, ..., des fonc- 
tions déterminées et X une constante arbitraire : intégrale qui s'écrit 

(13) II = I-4-2XK-+-XU, 

i^) Acta Math., loc. cit. 
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en posant 

I = S (AJ 4- A^ -+- ... ) rfa, 
K = S(A,B, -HA,B,-h...)rfcr, 

J =S(BÎ + Bj4- ... )d<j. 

La forme quadratique (13) étant positive, quelque soit X, on doit avoir 
(14) A = IJ — K«>0 

et c'est en cela que consiste l'inégalité de M. Schwariz. 

K 
Le minimum de H, lorsque X varie, a lieu pour X = — y et a pour 

valeur 

H=î. 

Enfin l'inégalité (14) résulte encore de l'expression de A lui-même sous 
forme d'intégrale multiple 

A = 2 SS[]S (AiBO - A'iB^)«] rfcrrfc/, 

où les éléments d^, dn' décrivent, indépendamment l'un de l'autre la mul- 
tiplicité 9 et où les A', B' sont les valeurs des fonctions A, B en un point 
derfd'. 

Appliquons l'inégalité précédente au cas où a est une surface fermée S : 
Soit V une fonction harmonique à l'intérieur de S. Considérons d'abord 
l'intégrale de surface 



"=// 



(V + X)» rfS. 



]1 résulte de ce qui précède que le minimum de cette intégrale est ç, en 
désignant par A l'intégrale quadruple 

A = ^ / / / / (V- V')'rfSrfS'. 



PROBLàUB AUX LIMITES DE LA THliORIB DBS FONCTIONS HARMONIQUES 29 

Considérons, en second lieu, l'intégrale de volume 

(où d-z est Télément de volume dx dy dz)^ étendue au domaine D limité 
par S. V étant harmonique, on a 



=-// 



(V-HX)grfS. 



quelle que soit la constante X, et, par conséquent, en vertu de l'iné- 
galité (14), 

G«<HJ 

où 



=//®' 



rfS. 



En donnant à X la valeur qui correspond au minimum de H. il vient 
(15) f<^. 

S désignant Tétendue totale de la surface donnée. 

d\ 
Si Ton s'est donné les valeurs de -j- sur cette surface, le second membre 

de V inégalité précédente est connu, 

10* — Mais M. Poincaré a établi, entre les quantités G et A» une seconde 

inégalité : il a montré que Von peut, quelque soit la fonction V (harmo- 

A 
nique ou non), assigner au rapport j, une limite supéineure qui ne dépend 

que de la forme de la surface. 

Supposons d'abord celle-ci convexe et telle qu'il existe une limite supé- 
rieure p au rapport - — ti— ^ / étant la longueur d'une corde de la surface, 
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el (/, n) Tangle de cette corde avec la normale à Tune de ses extrémilés. 
Soit en outre L le maximum de la longueur L On peut, dans l'intégrale 
quadruple 1, exprimer ^S' au moyen de l'angle sphérique 

, dS' cos (/, n) 
am = ^ 

sous lequel on voit dS' d*un point de dS, On a, d'après l'hypothèse : 

A<Ç / / / / {\ — y;- cos {l,n)dSdw. 

< 
Je mets en évidence les intégrations successNre^" en^suppôsant qu'on 
effectue d^abord celle relative à l'élément dS de S, pu$s ^elle relative à 
Télément drn de la sphère S sur laquelle on fait successivement les diffé- 
rentes représentations sphériques de centres dS; remplaçant en outre 
(V — W) par une intégrale linéaire prise le long de /, on a : 

\<^^ dr, j cns(/,n)rfS / j^^ dl \ 

Mais, d'après l'inégalité de M. Schwarz on peut écrire 

(/""')" 'f'^^' " " '■/[(2)'*(::)--(;S)*] -'■ 

Il vient donc 

OU, puisque cos (/, 7i) dS est la projection de d& sur un plan perpendiculaire 
à la direction de /, 

^<^-/jr-///[(S)*-(tr-©"]- 

L'intégrale triple n'est autre (quel que soit l'élément c/m envisagé) que G. 
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Il vient donc 

(16) ;^<).. 



=*// 



rfnj = 2Trp*L. 



20* — Cherchons à passer du domaine limité par une surface satisfaisant 
aux conditions du numéro précédent au domaine limité par une autre surface 
quelconque. Nous pourrons en général, si la connexion reste la même, 
c'est-à-dire si nous avons toujours aflaire à une surface unique simplement 
connexe, établir une correspondance entre les points {x, y^ z) et (;i/, y' y z') 
des deux domaines telle que les coordonnées du second soient continues 
par rapport à celles du premier, que leurs dérivées du premier ordre soient 
finies et continues sur la surface limite et que le module du déterminant 
fonctionnel 

D(.^, »/, z) 

reste constamment supérieur à une quantité positive donnée. 
Je dis que dans ces conditions, le rapport 

A G' 

A'G 

(y et G' étant les quantités analogues à A, G) a un maximum positif dé- 
terminé. Cela suffira évidemment pour que Ton puisse tirer de Tinégalité 
du paragraphe précédent une autre inégalité 

Posons pour le démontrer : 

da/' -h dij^ + dz'-' =. f [dx, dy, dz). 

Les formes /et «p ont pour discriminant le carré du déterminant fonction- 
nel. Ces deux formes représentent des ellipsoïdes dont les axes sont com- 
pris entre des limites déterminées. On connaît donc une limite inférieure 
de la quantité 

fisvy AW\2 /^v\* 
o A^^il -^U") -^_\^> 
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Le rapport -r- a aussi un minimum. Il en est donc de môuie de p-.D'au- 
tre part ^ a un minimum donné par le rapport des sections de l'elli- 
psoïde /*== 1 et de la sphère de rayon 1. On a donc bien ainsi un minimum 
de|. 



21« — On peut procéder autrement et généraliser le mode de démonstra- 
tion du paragraphe précédent on employant, au lieu de cordes reclilignes, 
des cordes curvilignes à 4 paramètres, telles que par deux points de la 
surface il en passe toujours une et une seule; qu'il y ait des limites supé- 
rieures L, p à leur longueur l et au rapport — -rj — sî qu'enfin on puisse 

COS l ' > 'vy 

les distribuer en familles dépendant chacune de deux paramètres a, h et 
telles que, si 5 désigne Tare décrit sur une corde quelconque de la famille 
le module de 

D('fl, h,' s] 

reste supérieur à un nombre déterminé. Dans ces conditions, les raisonne- 
ments du n® 19, resteront valables. 

22. — Combinons maintenant Tinégnlité (16) avec Tinégalité précé- 
demment obtenue (15) (n" 18); il vient 

A < g . 

Ce sont les inégalités que nous avions on vue. 

On peut remarquer que ces inégalités donnent une limite supérieure de 
l'intégrale 

/ y / /c>*e»y ô;i>ôV ^^^tx^^ 
f I I v>->^ ^^^ "^ ^y i>// "^ ^* Sz ) ' 

(dans laquelle on désigne par '1» une fonction donnée quelconque). 
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puisque, toujours d'après rinégalité de M. Schwarz, od a : 



23* — Les inégalités auxquelles nous sommes parvenus à Taide de la mé- 
thode de Neumann jouent, relativement au deuxième problème aux limites, 
le même rôle que remplissent, par rapport au problème de Dirichlet, les 
propositions rappelées au n^ 1 ; mais elles sont loin de fournir, pour . 
l'oscillation de la fonction cherchée et les modules de ses dérivées, des 
limites aussi précises que les premières. Elles ne pourraient, par exemple, 
servir à constituer^ pour le problème de Neumann, des méthodes allemées 
semblables à celles que l'on emploie dans la résolution du problème de 
Dirichlet. Nous savons qu'il existe un nombre auquel reste inférieur le 

dW ... 
rapport de l'oscillation de V au module maximum de -y—; mais Texistence 

même de ce nombre est tout ce que nous connaissons à son égard. 

Cette absence de données précises sur le coofGcient dont nous venons de 
parler est une des principales lacunes de nos connaissances sur le deuxième 
problème aux limites. 



g :i. — FONCTIONS DE Fr. NEUMANN ET DE KLEIN. 

2-1. — Les considérations exposées au § 4 démontrent l'existence delà 
solution, mais n'en fournissent aucune expression simple. 

Nous allons constater qu'on pourrait écrire de telles expressions si l'on 
savait construire, pour le deuxième problème aux limites, des fonctions 
analogues à la fonction de Grcen, dont on connaît le rôle essentiel dans la 
théorie du problème de Dirichlet. 

Comme la fonction de Green, les fonctions y^* que nous considérerons 

seront harmoniques dans le domaine donné, sauf en un point A choisi 
arbitrairement, où elles deviendront infinies (dans le cas de trois dimcn- 
tions) comme l'inverse de la quantité r == AM. 

Hadanaro 3 



C^r^ 
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De telles fonctions ne satisferont pas, s'il ^'agit d'un domaine intérieur, 
à Téquation (1) du n® t. Cette équation n'est vraie que si l'on adjoint à la 
surface limite donnée S, la surface d'une petite sphère S ayant A pour 
centre. Or, lorsque le rayon de cette sphère devient inGniment petit, l'inté- 
grale / / -~ rfs tend vers 47u, puisque ^{^ se réduit alors à son terme 

principal ;. Sur S, Téquation (1) du n** 4 doit donc être remplacée par la 
formule suivante 



J J * 



1* Fonction de Franz Neianann, — Problème extérieur. Soit y^ ""® 
fonction des coordonnées du point M, harmonique dans le domaine donné, 
sauf au point A, ayant une dérivée normale nulle sur la surface, et deve- 
nant infinie en A comme -, c'est-à-dire telle que v^ reste harmonique 

en A. La détermination d'une telle fonction est évidemment un cas parti- 
culier du deuxième problème aux limites. Mais elle suffira à résoudre ce 
même problème dans le cas général. V étant une fonction harmonique 
satisfaisant aux conditions du problème, autrement dit, telle que, sur 

S, , = F, il suffit de raisonner sur V et sur yîl' comme dans la théorie 

de la fonction de Green pour obtenir 



(K) 






Problème intérieur. — On ne peut plus, en vertu de féquation (17), 
prendre 

dn 

sur la surface; nous allons seulement prendre celle dérivée constante. On 
aura alors évidemment 

'^^ ■ dn ~ s 
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En appliquant encore le Ihôorùme de Green aux fonctions V et y^\ il 
vionl, celte fois. 



V - ' 



ff.y.-<ff... 



Mais nous ne cherchons Va qu'à une constante additive près, c'est à-dire 
que nous ne cherchons que la diiïérencc Va — Vv, A' étant un point ori- 
gine quelconque. Nous pouvons donc négliger le terme complémentaire 
qui est le même pour tous les points. 

25. — 2" Fonction de Klein. — Dans le cas du problème intérieur, la 
fonction y" de Fr, Neumann n'est elle-même déterminée qu'à une cons- 
tante additive près. Ce fait constitue un inconvénient à divers points de 
vue. C'est ainsi qu'il ne semble pas possible, dans ces conditions, d'établir, 
pour la fonction y^» une propriété de symétrie analogue à la relation bien 
connue 

(18) i/" = fft. 

à laquelle donne lieu la fonclion de Green classique. 

Pour obvier à cet inconvénient, M. Klein (') a été conduit à former une 
fonction possédant, non un seul polc, mais deux pôles de signes conlraires. 
Une telle fonclion satisfait à l'équation (1) du n"^ 4. Rien ne s'oppose donc 
à ce que sa dérivée normale sur la surface soit partout nulle. La fonction 
de Klein est donc définie par cette condition et par les suivantes : être 
harmonique dans le domaine donné, sauf en deux points A et Ag ; êlre 

telle aux environs de A que sa difTérence avec - reste harmonique ; aux 

1 i 

environs de Ag que sa différence avec = — -^-r- reste harmonique; 

enfin s'annuler en un point donné M^. La valeur d'une telle fonction en 
un point M du domaine s'écrit 



(») InPockols, Ùùer die partielle Differentlalglcichuug \u -{- K-m = unddeyen 
Auftreten in der Mathemaiischen Phyaik ; Leipzig, 18î>l. 
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C*est, en réalité, raccroissement que subît de Mo à M toute fonction 
satisfaisant à toutes les mômes conditions, sauf à la dernière. 

La fonction V^^^ permet, comme la fonction de Fr. Neumann, de résou- 
dre le problème posé, puisque Ton a, d'aprèâ le théorème de Green : 



4.//^^rr:^-^s^ 



Va - V. 



La constante arbitraire qui s'ajoute à la valeur de Va est ici — Va(,. 
D'autre part^ comme ^^^^[^ représente l'accroisse ment d'une fonction 
entre les points Aj et A,, on peut écrire : 



et en particulier : 



A|A2 ^jAj ^1^2 



1 M1M2 _ __ pM:îM, 

A1A.2 AjAo * 



On pourra faire les mômes opérations sur les indices inférieurs : 



AjAy ^\^2 ~^ A2A3 ' 



comme on le voit immédiatement en se reportant à la définition du sym- 
bole r. En particulier : 



A|A2 A^A,"» 



Je dis qu'on a en outre : 

l-*-^/ ^ A, A. -- * M, M.» 

c'est-à-dire la propriété analogue à la propriété de la fonction de Green. 
En effet, posant, pour abréger 

l^/y. V i-« MAo « 

* (*«) = * M,M2 

on a, d'après le théorème de Green : 

Mais le premier membre est nul ; légalité est donc démontrée. 
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86. — Ainsi que nous allons le voir, il n'est nullement nécessaire d'a- 
bandonner la fonction de Fr. Neumann pour conserver la propriété de sy- 
métrie. Il suffit d'en compléter la définition. 

La fonction y^' n'est, en eiïel, définie qu'à une quantité additive près, 

laquelle ne dépend pas du point M, mais est fonction de la position du 
point A. Nous allons conslaler qu'il suffit de déterminer convenablement 
la quantité additive en question pour que la fonction de Neumann possède 
la propriété demandée. Tout d'abord, on peut passer facilement de la fonc- 
tion de Neumann à celle de Klein. 
On a, en effet, 

pMjMo ^ M, ^ Ml M2 _, M2 

car le second membre possède les propriétés qui caractérisent le symbole 

A] A 2 

Il résulte de là qu^une propriété tout analogue à celles qu'expriment les 
équations (18), (19) appartient également au symbole de Neumann, 
pourvu qu'on détermine convenablement le paramètre arbitraire, fonction 
du point A, qui figure dans ce dernier. L'équation (19) s'écrit, en effet, 
d'après la relation précédente : 

Ïai •'a2 ^A, "^ Va^ 'Ml Vm) (ui ~^ iM.j» 

doù, en posant 

(20; v--v;;; = ^fA.M : 

^ A,, M,) — '5 A,, M, — cp A,, M J -1- 'f ;A,, m, = 0, 

relation fonctionnelle à laquelle doit satisfaire la fonction cp et dont la 
solution générale est, ainsi qu'on le voit aisément : 

ç> A, M ==•; A — •;., M . 

Il est d'ailleurs clair, en vertu de l'équation (20), que les fonctions ij; et •}/, 
doivent être identiques. 

On peut dès lors choisir les fonctions y telles que la fonction cp soit tou- 
jours nulle : il suffit de remplacer y*^ par y'^' = Ya "^ 'K*^)* 

La fonction •}(A) peut d'ailleurs être déterminée directement de manière 
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ù annuler 9. Je dis en effet qu'il suffit pour cela de calculer en chaque 
point A la constante •^(A) par la condilion 



fl~-^-fî^''-'''^ 



clSi 



-fl 



A 

S 



Y^'c/Sm — S4..A) = K, 



K étant une constante choisie une fois pour toutes, mais arbitrairement 
(on pourra, par exemple, prendre K - r 0). 
On aura bien alors, eu effet, 



c/ t. < 







et, par conséquent, en appliquant le théorème de Green aux fonctions y'm 
et y'^^, on obtient la relation cherchée 

Ilcciproqucmeut, si celte relation a lieu pour tous les couples de points 
(A. B), on a 



(28) 



//V».S. = K, 



K étant une constante indépendante de A. 

ÎÎT» — On sait que Tusage de la fonclion de Green permet do résoudre 
non seulement le problème de Dirichlel, mais aussi le problème géné- 
ralisé relatif à l'équalion 

(2; AV ^-- r{.r, .,, z). 

/"étant une fonction donnée en chafiuc point du domaine 1) envisagé. 

l'areille remarque s'applique à la question actuelle. Soient données, 
d'une part, Téqualiou ;2; et, d'autre part, la condilion à la surface 

23= ^^:r, 
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la condition (l)du n® 4, pour le problème intérieur étant remplacée par 



ffl/-'-'"--/!' 



En appliquant le théorème de Green à la fonclion V et à la fonction de 
Neumann yÎ* • *^ viendra 



f — G / / VrfS = 0, 

C étant égal à zéro s'il s'agit du problème extérieur, et à la constante g- 
(d'après Tcquation (17')), s'il s'agit du problème intérieur. Dans les deux 
cas, le terme C / f \dS peut être laissé de cùté, soit parce qu'il est nul. 
soit parce qu'il est constant. 

§ 6. — CAS DE LA SPHÈRE («) 

28. — Après avoir établi l'existence de la solution du deuxième pro- 
blème aux limites et montré comment son expression se ramène à la re- 
cherche de la fonction de Fr. Neumann, il nous reste à indiquer les cas où 
cette solution peut être o])tenue eiïectivement, par exemple où la fonction 
de Neumann est connue. Mais ces cas sont en très petit nombre. 

Une méthode générale par laquelle on peut se proposer d'exprimer la 
solution cherchée consiste à la représenter par une série de la forme 

Ao <l>y 4- Aj 1>, 4- ... -h A„. <^,« --H ... 

où les *1» sont des fonctions harmoniques déterminées, les A étant des coef- 
ficients arbitraires. 11 est clair qu'on obtiendra une telle représentation si 
l'on peut mettre les valeurs données de la dérivée normale sous la forme 

A ^'^'o . A ~» -+- -u A --"* -h 
^' ~dn^^' dn "+--+A,,. ^^^ + ... 

(*) Dini, loc. cil. 
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C'est ce que Ton pourra souvent réaliser en prenant pour les 4> les /onc- 
tioîis fondamentales introduiles par MM. Poincaré, Le Roy, Slekloff, etc. 

%9. — Celle méthode conduit immédialemenl à la solution dans le cas 
de la sphère. On sail que loule fonction donnée sur celte surface peut ôlre 
développée en série de fondions sphériques, pourvu qu'elle soit continue 
et satisfasse aux conditions de Dirichlet sur tout grand cercle. 

Cela posé, supposons d abord qu'il s'agisse du problème intérieur. Nous 

dW 
avons à trouver la fonction V, connaissant -.-, qui satisfait à la relation 

dn* ^ 

(1) / / S;rfS-=0 



// 



dit 



Nous nous donnerons V sous forme d*une série de polynômes sphé- 
riques 

V = Yo-+-pY, 4-p^Y, + .... 

On en déduit : 

(26) ^^ = ~ (Yi -^ -^KY, -4- ... 4- mR- » Y,„ ^ ...). 

d\ 
Il suffit donc de développer -,— en série de fonctions de Laplace 

'^1 -^ ^'i -^ ••• -^ '^n -+- .- 

Il ne doit pas y avoir de terme en Y^ : c'est précisément là la condition 
de possibilité (1) du problème. 11 n'y aura plus qu'à poser 

Y — **" 

1 m — 



rwR" 



d\ 
Lors môme que la fonction -j—, ne satisfaisant pas aux conditions de 

Dirichlet, ne pourrait pas être développée cîn série de fonctions sphériques, 
on pourrait (*), pourvu qu'elle soit continue ou même finie avec disconti- 
nuités isolées, la développer en une série dont chaque terme serait une 
somme de fonctions sphéri(iues (de degrés différents en Ire eux, en général; 
et raisonner sur cette série comme sur la série (25) (-). 



(•} Picard, Traité d'Analy:n\ l. I, p. 248 et suiv. 

(^) Cf. Le Roy. Thèse Sur Vliilcfjration des àjualiont de la chaleur, p. 28-30. 
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On aurait de même pour le problème extérieur 

Y Y Y 

et on déterminerait les Y d'une manière analogue à la précédenle. 

SO*"*. — Cas de deux sphères concentriques. — La même méthode 
s'applique à l'espace compris entre deux sphères concentriques de rayons Ri 
et Rj ; on posera (*) ici 

V = Yo -4- Yi p + ... -h Y,„p»' + ... 
Y' Y' Y' 

^ p ^ çj ^'" ^p"» ^*^' " 

On déterminera simultanément Y^ et Y',„ par deux équations 

- mW- ' Y + (!"--t- ilXl»- _ *' 

dont le déterminant est différent de zéro, pour m > 0. Pour m = 0, les 
deux équations seront encore compatibles moyennant la condition de pos- 
sibilité (1). 

30. — Dans les deux problèmes que nous venons de Irailer, la solution 
peut être obtenue sans recourir aux séries. Nous allons faire voir que, soit 
dans le cas d'une sphère, soit dans celui do deux sphères concentriques, on 
peut ramener le problème de Ncumann au problème de Dirichlet et à des 
quadratures. 

Cas crime seule sphcTe. — Suit D le domaine iulérieur (ou extérieur), 
limité par la sphère S. Soit D' le domaine limité par la sphère S' obtenue 
en augmentant (ou diminuanl) de r/R le rayon R de S. 

Si V est la fonclion cherchée, on pourra en déduire par simple homo- 
thétie une fonclion V' harrnoniciuo dans le domaine lï et prenant on les 
différents points de S' les valeurs ([ue prend V en les poinls correspondants 



(') Dans le cas où les valeurs donn«*es de la dérivée normale ne satisferaient pas 
aux conditions de Dirichlet, on apidiquerait la môiuc modification «[u'au n" précé- 
dent. 
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de S. La diiïérfînce V — V sera harmonique dans D. Mais elle prendra sur 
S la valeur — j- c?R. Si donc on pose 

on saura calculer Vi puisqu'on sait résoudre le premier problème aux 
limites. 

C'esl celle fonction V, qui va nous servir à calculer V. 

Autrement dit, el plus rigoureusement : V(a7, y, z) étant harmonique, 
il en est de même de V(Xa:, Xy, \z), où X est une constante arbitraire. Il 

en est donc de même aussi de -c V (X»v, Xy, Xy), c'est-à-dire, pour X == 1, 

de 

(27 ) V = a- — -h 7/ - -î- - - = -^ 

étant la distance au centre. 

De fait, on voit directement qu'on a 

Vi étant calculée, on déduira V de Féquatiou (27), par linlégrale recti- 
ligne suivante, prise sur le rayon OM 



V = 1 s* dl -H C^*' (problème intérieur) 

(30) V = — I -V dZ (problème extérieur). 



(29) 




OM 



L'intégrale a un sens dans le cas du problème intérieur, car la condition 

v, = o 

au centre de la sphère n'esi aulrc, d'après le théorème de Guuss, que celle 
de possibilité du problème 



(1) 



//£-«. 



.*V''»^_--i.wi*fj 
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L'intégrale a également un sens dans le cas du problème extérieur, car 
Vj a été calculée comme fonction régulière à Tinfini. 

Si Yi est une fonction régulière h l'origine et s*y annulant, il en sera de 
môme de 

V = 






ainsi qu'on le voit en rem|)larant Y, par son développement en série de 
Maclaurin. 

De plus, si Y, est liarmoiii<[ue, Y le sera aussi ; car, en vertu de l'équa- 
tion (28), AYj étant nul, si AV n'était pas identiquement nul, il devrait 
être une fonction homogène de degré — 2, ce qui est absurde, AY étant 
régulier à l'origine. On vérifierait d'ailleurs le même fait d'après l'expres- 
sion de Y sous forme d'intégrale définie, ('etle dernière manière d'opérer 
s'applique, de plus, à Texpn^ssion (30), pour laquelle le premier raisonne- 
ment serait en défaut. 

Sur la sphère de rayon R, la fonction Y, prend évidemment les mêmes 

d\ 
valeurs que la quantité — R t— , dans le cas du problème intérieur et que 

dW 
-^ R ^ , dans le cas du problème extérieur. On pourra donc en obtenir 

l'expression par la résolution du problème de Dirichlet. D'après les for- 
mules connues pour la résolution de ce problème sur la sphère, on aura 






du 



(le signe — devant la preinièro intv/^^rale se rapportant au problème inté- 
rieur, le signe 4- au problème extérieur). On eu déduirait, pour le pro- 
blème intérieur, par exemple 



(31) 



'< / / ^'V ,-. / ' '' )• ,1'. 
" " 'r. / / dn ''" I iln ô 

• • S « 



Les quadratures simples s'etlectuent sans difficulté. On est d'ailleurs 



r-' • 
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conduit à ces mêmes quadratures en cherchant, ainsi que nous allons le 
faire, la fonction de Neumann. 

31. — Fonction de Neumajin. — Cherchons la fonction de Neu- 
mann relative au problème intérieur dans les cas de lu sphère. 11 s'agit de 

trouver une fonction 7^ harmonique dans toute la sphère, sauf aux envi- 
rons de A, et telle que -j- soit constant le long de la surface limite. 
Posant 

(32) T A = J + H. 

H doit être partout harmonique et sa dérivée normale doit satisfaire à 
l'équation 

I 

Nous pouvons appliquer à ce cas particulier du problème précédent la mé- 
thode que nous venons d'indiquer pour sa solution, et diriger les cal- 
culs de manière à déduire la fonction de Neumann de l'expression connue 
de la fonction de Green. 

Soient p la distance OM, la dislance OA, y l'angle que ces deux droites 
font entres elles. L'application de la méthode précédente nous conduit tout 

d'abord à chercher une fonction harmonique Hi = '^— prenant sur la 

surface les mêmes valeurs, au facteur — R près, que le second membre de 
Téqualion (33), c'est-à-dire que la quantité 

1 

K-4--i-. 

Or la fonction - est homogène et de degré — 1 par rapport à p et à et 
r 

l'on a, par conséquent 



(34) 

d'où, pour p = 

(35) 


H, = 


.■^.■•^ ,-'"''•'--'. 


du i^o 



i;Â.4]Lfr. 
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Soit maintenant 

la fonclîon de Green relative au problème intérieur de Dirichlet pour notre 
sphère. On a, lorsque le point M est sur la surface de celle-ci, 

r 

et cette égalité, ayant lieu quelque soit le point A, peut-Mre différentiée 
par rapport à o. On a donc 

(36) H, = -KR-4-A4-ajJ. 

Cette équation a lieu à lu surface et par conséquent, dans tout le volume, 
puisque les deux membres représentent des fonctions harmoniques. Quant 
à /i, on sait qu'il s'obtient en considérant le point A', image de A [?\g. 3) 

R^ 

situé sur le rayonOAàunedistancedu centre OA'=o^== -;s- . En désignant 

par r' la dislance MA', on a 

(37) A = ^, 

Considérée comme fonction de o, y et o', celte quantité h est homogène et 
de degré (puisque -~, est de degré — 1 et ^ de degré -H i) de sorte 
qu'on a 

La fonction ll| étant déterminée par la formule (36), il nous reste à cal- 
culer H par Téquation 

Si l'on tient compte de l'idenlité (38), on voit qu'on aura 
(39) H = A+ / («_KR)^ie 

La constante K est choisie, ainsi que nous Tavons vu, de manière à ce 
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que l'intégrale ail un sens, c es^à-di^c de manière à annuler le coefficient 
de - - : il faut donc prendre K = tt-^ . 

On eiïecluera simplement la quadrature en introduisant Tanglc OA'Ai= 4^, 
qui donne 



o' sin ^ _ 
sin (y -h ^) 



et, par suite 



Q sin Y 

sin (y -+- 4^) 



dz 



(40) 



/ \o? ïi) p 

/'^ 2R- (ff -^ 

U Uin^ ; ~"n ""^ 7?7in Y 



1 

Les formules (32), (39), (40) nous donnent 

(41) 



1 H 1, 2»^^»^l 




Fig. 3 



La quantité ainsi obtenue est, conformément à nos 
conclusions générales, symétrique par rapport aux 
deux points A, M dont elle dépend. Celle propriété ap- 
partient en effet, ainsi qu'il est bien connu, au second 

terme \-, de la formule précédente. Elle appartient 

également à Tanglc ^ qui figure dans le troisième 
terme, car, si Ton appelle M' Timage du point M, les 
Jeux triangles OA'M, OAM' sont, comme on sait, 
semblables entre eux et au triangle qui aurait un 
angle égal à y compris entre deux côtés mesurés 
respectivement par R* et po. 

En tenant compte des relations trigonométrSqucs 
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fournies par le triangle OA'M, on peut aisément écrire le dernier terme sous 
la forme 

1 , 28' 1 , 2,0W 

R e ,. -+- — p cos V H ^ AAl^ -f- OM' - cl cos y 

(en permutant les points Â et M). 

Lorsque le point M est sur la sphère, la valeur de y^ se réduit à 

2 1 , r 4- U — cos Y 

valeur obtenue (à une constante près) par Fr. Neumann (') par sommation 
d'une série de fonctions sphériques et qu'il suffira de substituer dans la 
formule (K) du n°21. 

Si cnHn, au lieu du problème intérieur, on avait affaire au problème 
extérieur, les égalités (35) et (36) subsisteraient en faisant K r= ; la for- 
mule (39) devrait être remplacée par 






e Ton aurait finalement 

41'. Y*« = i -I. Ji -i- * lonr /fr't' f.r V\. 

*l ■ Ta — y -t- r:>.' ' K ^ \ = 2 '^ 2 ' 

aSB. — Essayons encore d'appliquer la même méthode au cas de deux 
sphères concentriques. Soient o, les valeurs données de la dérivée normale 
sur la sphère intérieure Sj (de rayon H,); tp^, ces mrnies valeurs sur la 
sphère extérieure S^, de rayon l^,. On suppose, bien entendu, vérifiée la 
condition de possibilité 
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(>) Vovlci,^ ùber die Théorie ih's Pidcnlials und der Kufffl/unclionen, p. 27r> 
Quant aux valeurs int<'ricure et cxt^'riour»' de la foncliou y", elles sont dues à 
Bjerknes (loc. oit, 1871) et à Beltrami [loc. cit.. tome III, p. 370-371 ; 1873.) 
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Considérons encore la fonction auxiliaire 



iTÎ 



,, cW c>V i>V iW 

Celle foQclion prendra les valeurs Rjcpj sur la sphère intérieure, — R^o 
sur la sphère exiérieure. La résolution du problème de Dirichlet la fera 
donc connaître. Si dès lors on se donne les valeurs Vq de V sur une sphère 
concentrique S^ intermédiaire ou coïncidant avec Tune des deux sphères 
limites, on aura : 






les points Mq et M étant pris sur un même rayon. 

On ne peut évidemment pas prendre les valeurs V^ de V sur la sphère 
Sq d'une manière arbitraire. Ces valeurs seront déterminées par la con- 
dition que Ton ait, dans l'espace donné, 

aV = 

Or, de la condition A V^ = 0, résulte déjà, d'après l'identité (28), que 
AV est forcément une fonction homogène de degré — 2. 
Il sera donc nécessaire et suffisant de s'assurer que AV est nul sur S^. 
Soient p, 6, o des coordonnées polaires. On a : 

(43) AN .=. ^ y^ (p. -.j .,- -j-^ - (sm ^ j 4- -i^, ^J 
et ici : 

^^ = ?^ b? ^?^') + sirTO ôô («'» ' ^) + siPe ^^'J = 0. 

Le premi^^r terme est donc connu et Ton connaît par conséquent la 
somme des deux autres. 

33. — La somme de ces deux autres termes n'est autre que le para- 
mètre différentiel du second ordre relatif à la sphère. 
Soit, d'une manière générale, 

Edu^ -h 2F du dv -h G dv'- 

l'élément linéaire d'une surface. 
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On sait que Ton nommQ param^'lra différentiel du premiei' ordre d'une 
lonction quelconque V, la quanlit*'* 

A, V r^-. _ V ^U /_ "^ C^U ÙV __Uv I 

-KG— F* 
el paramètre différentiel du second ordre, la quantité : 



(44) 




où H = \/ÊG — F* satisfait à Tidenlilé 

dS = Hdudv. 

(Voir Darboux, Leçons sur la théorie des surfaces. Livre Vil, dm]), i). 
Si Al (V, W) est la forme polaire de A^ (V), on a une formule analogue 
à celle de Green : 

(45) / A, (V, W) dS-h / W '^ i^S -h / Wa,V dS = 0, 

les intégrales doubles étant étendues à un certctia domaine pris sur la sur- 
face, et rinlégrale simple étant prise le long du contour de ce domaine. 

Si les fonctions V et W sont régulières sur toute la surface S, celle-ci 
étant fermée, on peut supposer que le domaine d'intégration comprenne 
toute la surface : l'intégrale simple disparaît alors. 

On déduit de là qu'il n'y a pas de fonction régulière et non nulle qui 
satisfasse soit h Téquation A^V = 0, soit à Téquation 

(46) ^.y =- Cf' 
sur toute la surface. 

. 34. — Le paramètre du second ordre A^V [)eut encore être défini géomé- 
triquement de la manière suivante : par le point M considéré de la surface, 
faisons passer deux géodésiques rectcingulairos, — ou encore, deux sections 
normales reclangulai«-es, — et sur chacune de ces lignes, considérons la 

d^\ , d-\ d'V 

dérivée seconde -r-, . où ,s est l'arc de courbe. La somme -j—^ -f- — j-r.- des 
ds'^ ds^^ ds- 

valeurs de -TT sur les deux géodésiques ou sections normales ne variera 
as* 

ITadaiiari) 4 
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pas, lorsque celles-ci tourneront autour du point M, en restant rectangulaires 
entre elles, et sera précisémenl é^ale à A^V. 

Il est aisé de déduire de là la relation qui existe entre le paramètre A*V 
et le symbole AV relatif à l'espace, relation dont Tidentité (43) nVst qu*un 
cas particulier. Il suftit de rapporter celui-ci à trois axes rectangulaires 
dont l'un sera la normale Mnà la surface, les deux autres Mr^, Mr^ étant 
tangents respeclivement à nos deux sections normales. Ri et R^ élant les 
rayons de courbure de celle-ci, comptés comme positifs dans le sens Mn, 
on aura 



et par conséquent, 



AV = 









dx\ 


rfif ~ 


Kl 


dn 


snt 






i>»V 


d'y 
dsi - 


i 




ft'V 


■+■ 




ft'V 


= ^,\ 


■+■ 


ftn- ■ 



1 \i>V 



/ 1 ^v;>v 



35. — L'équation que nous allons avoir à intégrer est de la forme 

(47) V = /- 

/* étant une fonction donnée en tout i)oint de la surface. Ce problème n'est 
d^ailleurs possible (V étant une fonction partout régulière) que si Ton a 

(48) 



/r,.s=o. 



ainsi que le montre, pour W = 1, Téqualion (45) étendue à toute la sur- 
face. S'il est possible, il n'a qu'une seule solution, ainsi qu'il ressort de ce 
que nous venons de dire sur Téqualion A. V = 0. 

Pour intégrer l'équation (47), on se servira de fonctions analogues à la 
fonction de Green dans le plan, c'cst-à dire ayant des points singuliers 
logarithmiques. Il n'existe pas de fonction ayant un seul point singulier 
logarithmique et satisfaisant à l'équation A^V = 0. Mais on peut, soit con- 
sidérer, avec M. Picard, une fonction satisfaisant à cette équation et ayant 
deux points singuliers (comme la fonction de M. Klein, considérée au 
n« 555), soit une fonction satisfaisant à l'équation (46) et ayant un seul 
point singulier A^ autrement dit régulière partout sauf au point A, et 
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infinie en A comme log , r élanl la distance géodésîque à A. Soit g^ une 



y" = "+H 



telle fonction : 

/A 1* 

OÙ II est une fonction régulière sur toute la surface. Prenant, dans la for- 
mule (45), 

\V = 1 

on a 



//-r-/^" 



ds = 0. 



Si l'on étend Tinlégralion à toute la surface, moins un petit cercle entou- 
rant le point A, l'intégrale simple se réduit à — 27r et il vient 

KS 4- 2t: =. 

K étant la valeur constante de A^j^^, qui se trouve ainsi déterminée. 
Comme précédemmont, on peut disposer de la fonction de A qui reste 
arbitraire dans la définilion de ^^ de manière que 

(49) //a=5'm- 



Il sufnt pour cela, d'imposer à ^ la condition 



IL 



c étant une constante indépendante du point A (par exemple, c = 0). 

g^ étant connu» la solution de Téqualion (47) s'obtiendra en appliquant 
la formule (45) (étendue à toute la surface, moins une petite courbe circu- 
laire entourant le point A) aux fonctions V et g^ . Il vient ainsi 



(50) 2n\\ = 



= - / / nM/^l dSsi -h o^ 



On démontrerait ici aisément que la valeur ainsi trouvée de V répond 
à la question, puisque la difficulté résultant des conditions aux limites 



ciiapitrï: I 



n'exisle pas in*. Il suffi! de nMiiannier, d'une pari qup la fonction /7^\ en 
v<M'lu do la rolalion de synuUrie (49), salisfail cnroro à IVqiiatinn i46) 
quand on la considtTC comme fonclion du poinl A ; d'aulre pari que Tex- 

pressîon sous le signe / / dans la formule (50), étant îrrégulière à la 

façon d*un potentiel logarithmi({ue, la difîérentialion sous le signe / / 

est légitime pour former le symbole A^* à la condition d*ajou(erau résultat 

la quantité — 2-/^. Or le résultat de celle dilTérenliation sousli* signe / / 
est nul, en vertu de la conditi(m (48). 

Sur la sphère, la fonction g^ s'obtient aisément. IVanr.'îs la fonnule (43), 
Téquation (46) s'écrira 

8Tn0^or""-;o)+si„*o;v = C". 

Si Ton prend pour point = le p.iinl A, ff sera évidemment indépen- 
dant de o ; et dans ces conditions, réqualion précédente admet (à une 
constante additive et à un facteur constant près) une seule solution régu- 
lière pour = ^, savoir 

(51) // = — logsin^. 

;I0. — Revenons maintenant au problème posé. 11 nous reste à d^^termi- 
ner sur une sphère &„, une fonction régulière V^ satisfaisant à la condition 

D'après les formules (50) et (51), celte fou'^lion sera 



2r. \\ =. 



I I k ''^^''^ *^^ ^'" 1> ^^ + ^*'> 



ce qui achève de détorminfr la solution du problème. 11 faut toutefois 
nous assurer que Ion a la condition de possibilité (48), soit ici 






(52) I / ,. foV.) f/S„ = 0. 
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Mais coUe condilion résullera de la condition 
(48) / / o.rfS. + / / ?irfS, = 0. 

11 suffit en effet de montrer que la relation (52) sera vérifiée sur une 
sphère intermédiaire S^ au moins. 

Or on n, dio élanl réléinenl de sphère de rayon 1 qui correspond à 
iVlémenl r^S^ ou dS^ 

?! 

o, dS, ^ — ^« c/S. = - \\p, diù, 

?i 

Donc rinlégrale / / V,sd(D, étendue à la sphère de rayon p, prend la 

même valeur pour p =^ o, et pour p = p^,. Sa dérivée par rapport à p s'an- 
nule donc au moins pour une valeur p^ de p comprise entre pi et pj, de 
sorte qu'on peut prendre |K)ur S^ la sphère de rayon p„ ('). 

37 . — On peut se demander si des considérations analofjues à celles que nous 
avons présentées pour la sphère ne pormottraient pas de résoudre le deuxième 
problème aux limites pour d'autres surfaces. !,a n'ponse est négative, au 
moins pour la métîjodo telle que nous l'avons développée. Soient, en effet, 
a, p, 7 les cosinus directeurs de la normale à une surface fermée S et sup- 
posons encore qu'on connaisse, en tout point de S, la quantité 

ôV .^V . oV oV 

*>;i K\v .v/ ' oc 

Il faudrait, pour imiter la marche suivie dans le cas de la sphère, connaître 
trois fonctions X, Y, Z, proportionnelles, sur la surface S, à a, p, y et telles 
que Téqualion AV = entraîne 

.53) i/x'^'^' + Y'-^' + Z'^^Vo. 



(i; Bien entendu, dans ces conditions Pi nt»*-:: raie j j V,p f/u> sera nulle, non 

seulement pour une valeur de p, mais pour toulp valeur de p compri*« entre pi et 
pj. Il est d'ailleurs ais^ de voir comme cons^-quence de l'cMiuation AV, :- et abstrac- 
tion faite delà condilion (42), (\wi cette int<?gralc est une fonction linéaire de o. 
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Nous avons vu au no 30 qu'il en était ainsi pour X = ,r, Y = (/, Z = z; et 
ce fait nous est apparu comme une conséquence de celui-ci, que 

'ù\ c>V oV 

est une transformation infinitt'simale d'un certain groupe à un paramètre. 

Inversement, X, Y, Z étant trois fonctions qui donnent lieu, pour toute 
fonction harmonique, k la relation (53), considérons le groupe à un para- 

, »^V ,^V .^V 

mètre qui a pour transformation infinitésimale X— 4- Y HZ-— : au- 

* ' t\i; 0// os 

trement dit, écrivons les équations différentielles 

da/ df/ dz' ,. 

X .x'. y\ z') Y (j:', y', z') / (x, if, z') 

v[ soit 

( .ir' =r=z l (x, ?/, ;r. À) 
(54) j ,y' =- r. (./;, y, -, À) 

la solution qui, pour A — 0, se réduit à ,r, y, z. Le premier membre de la 

relation (53) peut s'écrire -^ l\(x\y',z') et dans l'hypothèse où nous nous 

plarons, celte quantité est nulle, pour une valeur quelconque de X, si la 
transformation (54) correspondante conserve l'équation AV 0. 
■ Or, les conditions, pour qu'il en soit ainsi, sont : 

A\r'\a Av/\ Am'\^ /.\r'Y /.v/V' f^z'^ 

(55) 
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, oV oV oV 

Donc, si la transformation X - H- Y - 4- / - conserve l'équation AV=0, 
' i\'' 0// o:: ^ ' 

les dérivées par rapport à 1 des premiers nienibn-s des équations (55) et (56) 
doivent être nulles eu même temps que ces premiers membres eux-mêmes, 
— ce qu'il est aisé de vérifier directement. 



PROBLÈME AUX LIMITES DK LA TIlÉORlE DES FONCTIONS HARMONIQUES 53 

Les conditions (55), (56) sont d'ailleurs vérifiées pour X = 0, puisque x\ y\ 
z' se réduisent à x, y, z. Donc, elles sont vérifiées pour toute valeur de X. 

Mais les équations (55) définissent les transformations conformes de l'es- 
pace, et les équations (56) excluent à leur tour toute transformation autre 
que les déplacements et les similitudes. 

Si Ton adjoint la condition que X, Y, Z soient les paramètres directeurs 
de la normale à une surface formée, il est aisé de voir que cette surface ne 
peut être autre qu'une sphère. 



§ 7. — PROBLÈMES MIXTES 

38. — Nous nous sommes jusqu'ici occupés du problème dans lequel la 
dérivée normale était donnée sur toute la surface limite. Il ne faudrait pas 
croire que ce problème cl celui de Dirichlet dans lequel les valeurs de la 
fonction V elle-même sont données sur toute la frontière soient les seuls 
que nous puissions avoir à résoudre. Non seulement, en théorie de la 
chaleur, on rencontre des questions analogues dans lesquelles inlerviennent 

les valeurs de -3 — h h\ {h étant un nombre négatif). Mais, môme en Hy- 
drodynamique, on est, en général, conduit, non au problème de Dirichlet ou 
à celui que nous venons de traiter, mais à un problème mlvte dans lequel 
les valeurs de la fonclion harmonique cherchée V sont données sur une 
partie de la surface et celle de sa dérivée normale sur l'autre partie (*). 

Comme les précédenls, ce problème, s'il a une solution, n'en a qu'une 
seule ; le raisonnement classique par lequel, on démontre ce fait, pour les 
deux premiers problèmes s*appliquant encore sans modification. Mais ce 
résultat négatif est presque le seul que nous possédions à son égard. 

30« — L'étude d'un cas limite permet de se rendre compte au moins 

de la nature de la difficullé. Proposons-nous de résoudre le problème 

pour la portion de l'espace située au dessus du plan des 00 y, la valeur de 

rfV 

j- étant donnée en tout point de ce plan À l'exception d'une certaine 

aire S dans laquelle on donne V lui-môme. On impose en outre à la fonc- 
tion V la condition de s'annuler à l'infini à la façon d'un potentiel (les 



(*) Ce problème pourrait, à la rigueur, être regardé comnu» un cas particulier de 
celai qu'on étudie en th^'orie de la chaleur, en considérant /* tanUU comme nul, 
tantôt comme infini. 
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valeurs données à la frontière étant supposées bien entendu compatibles 
avec celle condition ,. Le problème est alors déterminé. 

Si la valeur de V élail donnée sur tout le plan, la solution serait un po- 

V . 

tentiel de double couche d'épaisseur ;^- . Si au contraire la dérivée était 

1 rfV 
donnée partout, V serait un potentiel de simple couche de densité ,y-^ ^ ■ 

Nous prendrons comme inconnues auxiliaires les valeurs de la densité 
de cotte simple couche dans Tintériour de Taire S. Celles-ci seront déter- 
minées par la condition que h» potentiel torrospondanl uit, dans celle aire, 
des valeurs connues (savoir, les valeurs données diminuées de celles que 
prend le potentiel de la simple couche extérieure à 1). 

Le problème ainsi posé : distribuer sur vue aire limitée donnée 2, une 
simple couche dont le polenliel ait une valeur donnée en chaque point 
de ^, peut être ramené au problèmo de Dirichlot de la manière suivante. 

Sur la normale à I., i>orlons de part et d autre de très petites longueurs X 
s*annulant au contour. Nous formons ainsi deux feuillets constituant par 
leur ensemble une surface fermée S. Le problème qui consiste à trouver 
sur S une simple couche de potentiel donné en chaque point n*est autre 
que celui de la distribution électrique sur S (supposée placée dans un champ 
électrique donné) ; il ^e ramène au problème de Dirichlet. La densité cher- 
chée sur X est évidemment le double de la limite vers laquelle tend la 
densité sur S, lorsque les longueurs À tendent vers zéro. 

Lorsque Taire 1 est circulaire ou elliptique, on peut prendre pour S 
un ellipsoïde infiniment aplati ayant iS pour section principale. 

Les méthodes connues pour la résolution du problème de Dirichlet sur 
Tellipsoïde donnent alors la solution du problème. 

Le procédé précédent ne s'applique malheureusement pas (du moins 

sous la même forme) hors du cas de la frontière piano i lequel est dépourvu 

de signification réelle). Considérons ))ar exemple une s|)hère dont la surface 

est divisée en deux parties dans Tune desquelles ï, on donne la valeur de V 

dW 
pendant que la donnée est . dans le reste. Si S se réduisait à 0, la valeur 

de la fonction harmonique V serait donnée par la formule (31). Si donc 
on prend pour inconnues auxiliaires les valeurs dt» , dans Taire il, on 
devra les déterminer par la cimdilion que Tintégrale 

log - .-_^ ) rfS 
po sin Y 



-//'^-=-//('-- 
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ait des valeurs données sur :^. C'est un problème beaucoup plus difficile 
que le premier : il appartient il est vrai, à une catégorie de questions qui 
ont été résolues par les récenLs travaux de M. Frcdholin ('). Mais ceMe solu- 
tion est de forme relativement compIir|uôe. 

40. — Il existe cependant quelques cas oxceplionuels où le problème 
mixie se ramène aisément à celui de Diriulilet. Tels sont, par exemple : 

le cas d'un prisme ou d'un cylindre droit l'axe des z parallèle aux 

arêtes), V élant donné sur la surface latérale et ,- sur les bases. La fonc- 

' an 

lion hermonique ~ sera alors donnée par les conditions de Diricblel; 

celui d'une portion de splu re limitée par un angle polyèdre ou un cône 
ayant son sommet au contre, V étant donnée sur la suifacc polyédrique ou 

conique, -7- sur la surface spbérique. (Un cas particulier remar<|uablc est 

celui de la demi-sphère, la surface polyédrique étant réduite à un plan). 

On o[>érerait comme au n*" 3t) ; 

celui d'une portion de volume de révolution limitée à deux plans menés 

d\ 
par l'axe, ,- élant donné sur ces plans et V sur la surface. On prendra 

pour nouvelle inconnue la fonction harmonique (tomme en s'en assure 

Il 



aisément par les considérations dos n'" .*Jt lot 37 1 x // - (où l'axe dos j 



est l'axe de révolution). 

On calculerait également sous loruio de série de fonctions sphériqnes 
(comparer 29 bisi une fonction harmonique dans l'espace compris 
enlrc deux sphères conceulriqurs et donnée par des valeurs sur une dos 
sphères, celle de sa dérivée normale sur Tau Ire. 

!!• — D'autre pari, on généralise sans diflicullé au problème mixte la 
théorie de la fonction de Oreen que nous avons appliquée au problème de 
Neumann. Seulement cette fonction de Groen est en général inconnue. 

II'"'. — Il est clair, comme au n'J ;*», qu'on no doit pas considérer comme 
essentiellement dilîérent du j)roblorno dont nous vouons de parler, celui 
dans lequel, avec les mornes conditions aux limites, on aurait alTaire, non 
plus à l'équation de I.aplaco. mais à l'oquation (2). 

(«) Voir entre aiilres C.-R Ac. des Se, 27 janvier-3n •uiii lî.«>;2. 
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CHAPITRE II 



LES ONDES AU POINT DE VLE CINEMATIQUE 



§ 1. — RÉSULTATS CLASSIQUES («) 

a) Résultats relatifs aux déformations 

43. — La posîlion d*un milieu déformable^ tel qu*un fluide» est définie 
lorsque l'on assigne la position de chaque point : autrement dit, lorsque 
les coordonnées x, y, z d'un point quelconque sont données par des rela- 
ie ' tions de la forme 



r X = F, (ff, b, e) 
) u = F. a. 



^; ( ^ = F3 a, h, c) 

^ a, 6, c, étant des parayièties destinés à distinguer les uns des autres les 

différents points du fluide, par exemple les coordonnées qu'avaient respec- 
tivement les points dans une position déterminée de ce milieu. 
S'il y a mouvement, c'est-à-dire si la position du milieu dépend du 

k temps tf les formules (1) deviendront 

f ; { x = Fi a, 6, c, /'^ 

(!') y = F,(a,b,c,t) 

':, { z = F^ (a, 6, c, 0- 

La figure formée par Tensemble des points dont chacun a pour coordonnées 
cartésiennes les valeurs de a, b, c correspondant à un point du milieu sera 
dite Vétat m//ia^ de ce milieu. Cet état initial pourra être, par exemple, 
celui où se trouvait le milieu à un instant déterminé f^ de son mouvement. 



(*) Voir Lord Kelvin et Tait, Trealise of natural philosophy \ Kirchhoff, Méca- 
nique ; Traite de Mécanique vatimnelle, de M. Appell, tome III, ch. xxii et xxm. 
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Mais il n'est pas nécessaire iquMl en soit ainsi, ni môme que Tétai initial 
soit physiquement réalisable ; son rôle se borne à permettre d'exprimer 
mathématiquement que la particule qui, à Tinstant Z^, occupe la position 
(.r,, ^j, Zj) est la vi&ine qui, à l'instant i^y était en (j:,, î/i, z^ : on recon- 
naîtra qu'il en est ainsi lorsque les valeurs de a, h, c qui, pour t =^ t^, 
donnent a? = 0*1, y = yt, ;r = z^ seront les mêmes qui, pour / = Z^, 
donnent x =^ x^, y ^= z/^, z = z.^. 

Rien ne nous empochera, le cas échéant, de changer d'état initial ; autre- 
ment dit, d'exprimer .v, y, Zy dans les formules (1'), non plus en fonction 
de fl, ô, c, mais en fonction d'autres paramètres a\ h', c',^pourvu que ces 
derniers soient fonctions uniquement de a, h, c, et non du temps, a, 6, c 
étant également calculables en fonction de a\ b\ c\ 

4«l. — Dans le cas particulier où on ( onrsidère l'état inilial comme une 
première position occupée par le milieu, les formules (1) détinissent une 
dé/onnation permettant de passer de celte première position à celle dans 
laquelle les coordonnées sont x, y, z. 

On nomme dé/onnation identique cello dans laquelle la seconde position 
coïncide avec la première, les fondions F,, K^, V.^ n'élanl respectivement 
autres que a, 6, e. 

41. — 11 sera toujours supposé que les équations (1'), lorsqu'on y donne 
j;, //, z et /, admettent une solution unique en a, b^ c : autrement dit, qu'à 
un même instant /, deux particules dilîérentes ne peuvent occuper la même 
position. Ceci exprime évidemment Vimijêm'h'abilitè de la matière. 

4o. — Nous sup[>oserons également que les fondions a?, y. z sont en 
général continues. Nous remarquerons toutefois qu'en ce qui concerne la 
continuité par rapport à a, 6, c, cette seconde hypothèse est beaucoup 
moins légitime que la première. C'est ce dont on se rendra compte en 
remarquant que deux liquides ou deux gaz mis en présence finissent en 
général par se mélanger : dans ce cas il est clair que des molécules séparées 
primitivement par des inlervalles finis, — à savoir celles qiii appartiennent 
respectivement aux deux fluides et n'élaiont pas primilivemont situées sur 
leur surface de contact — , viennent plus tard en contact immédiat les 
unes avec les autres. Il n y a évidemment aucune raison de sup|>oser que 
les dilTérenles parties d'un même lluide ne dilTusent pas les unes dans les 
autres comme le font les molécules de deux fluides diUérenls : s'il en est 
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ainsi, a?, //, z, tout en rtanl continues par rapport à /, seront des fonctions 
totalement discontinues de a, h, c. 

Malgré cela, l'hypollièse de la continuité semble, dans un grand nombre 
de cas, rendre un compte sufOsant des phénomènes. Nous l'adopterons 
dans ce qui va suivre et nous supposerons même les fonctions œ^ ?/, z 
dérivables en général. 

45^"*. — Il est clair que ceci limite, dans une certaine mesure, ce qu'il y 
a d'arbitraire, d'après ce que nous avons dit plus haul dans le choix de 
l'état initial : lorsque nous remplacerons les coordonnées initiales a, h, c 
par d'autres a\ h\ c', il faudra que colles-ci soient des fondions dérivables 
des premières. 

40. — Nous n'excluons d'ailleurs pas -^ et nous étudierons plus loin — 
le cas où les fonctions a?, y, s seraient discontinues, par rapport à a, b, c, 
sur des surfaces isolées. 

En particulier, tandis qu'il ne peut jamais arriver, en vertu de notre 
première hypothèse (n^ 44), que deux portions du milieu pénétrent Tune 
dans l'autre, l'inverse peut avoir lieu : il peut fort bien se faire que deux 
régions primitivement contiguës se séparent l'une de l'autre, de manière 
à creuser une cavité entre elles. 

On suppose toutefois, sauf indication contraire, — et c'est aussi ce que 
nous ferons dans ce qui va suivre — , fjtie de telles cavités 7ie se produisent 
pas, se réservant de traiter à part les cas où elles prendraient naissance. 

47. — Nous allons rappeler d'abord les principes relatifs aux déforma- 
tions. 

Les équations (1), diiïérenciées, donnent 

id.r =: a^da -\- 6, dh -h Ci de, 
dy = a^da -\- h^ db -\- c^ de, 
dz = a.j da 4- b^ db -h c^ de, 

ai, bi, Cj, a^, b^, c^, a^, b.^, c, étant les dérivées partielles de œjj, z par 
rapport à a,b,c. Le déterminant 
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déterminant fonctionnel de x, y, j par rapport à n,fj^ t\ ne saurai! cliangor 
de signe lorsqu'on fait varier a, b^ c ; sans quoi il est aisé de voir que ee 
changement de signe ayant lieu suivant une surface de position initiale 8,^ 
et de position actuelle S, les régions du milieu initial voisines de S,, et 
situées de part et d*autre de So donneraient, dans le milieu actuel, des 
régions contiguës à S et situées du môme côté de S : ce qui e>l onlraire 
à riiy[)otlièse faite au n" II. Le déterminant 1) ne saurait non plus, dans 
l'équation (1':, s'annuler, quels que s(»ient a, h, c, pour une certaine valeur 
de t, sans quoi on sait que os^ y, z ne seraient pas des fonctions distinctes 
de a, h, c, contrairement à la irôme hypothèse. Ce délonuinant aura donc 
un signe invariable ; nous le supposerons toujours positif ('). Ce détermi- 
nant D est lié à la denaiU^ p du milieu au point considéré. Celle-ci est en eiîet 
définie par la condition que Télément de masse dm soit égal à p dx dij dz. 
Ce même élément étant, d*autre part, égal à p^ dadbdc, où p^est une fonc- 
tion de a, h, c indépendante de /, on a 

f3') D-'^'; 

nous supposerons que p n*est jamais infini, de sorte que D ne s'annule pas. 

On dési^^ne encore le délern^inant I) = - sous le nom de dilatation de 

p 

l'état (r, //, z) par rapport à l'élat (//, h, c). 

.18. — Si le lôilieu considéré n'occupe (ju'une |)Orlion limitée de 
resi>acc, il est impossible (dans les hypothèses théoriques que nous avons 
«idoptccs) qu'un point situé sur la surface limite dans l'état initial de- 
vienne ensuite un point intérieur ou inversement, dir un pistil arc de 
courbe à tangente variant conlinùineiil comprenant le point en (jufs- 
lion se changera nécessairement en un arc analogue Jequel sera (»u ni> sera 
pas nécessairement compris tout entier dans le milieu, suivant que ce point 
est ou non intérieur. 

^10. — Si l'on se borne à étudier ce qui se p.isse au voisinage d'un point 
déterminé du milieu en négligeant l<*s iritinirnerit petits d'ordre supérieur 
et que, dans chacun des espaces initial ri actuel, on transjiortt» l'origine 



■*) II est clair qu" ceci auporte une ii'juvlII.^ restriction uu choix de l'état initial. 
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des coordonnées en ce poinl, on pourra remplacer, dans les formules (2), 
cZa, dh, dCj dx^ dy, dz par «, h, c, x, y, z et écrire 

( x=z axa -\- bih -^ c^c 

(2') I y.= a^a-^ b^b -h c^c 

[ z = a^a -h b^b -i- c^c 

La déformation du milieu aulour du poinl considéré coïncide donc 
sensiblement avec celle qui est définie par la substitution linéaire (2'). 

Géomélriquement parlant, la transformation (nommée quelquefois a/fi- 
nité) définie par les équations (2') est une transformation homographique 
qui conserve le plan de l'infini. Elle peut élre considérée comme caracté- 
risée par la propriété de changer deux droites parallèles quelconques en 
deux droites parallèles et d'altérer dans un même rapport deux segments 
quelconques pris sur ces deux droites. 

50. — Les équations (2') peuvent, en générai, on le sait, être mises 
sous la forme 

(4) X = 5jA, Y==5,B, 1 = $^Q. 

où A, 6, C sont des fonctions linéaires de a, 6, c et X, Y, Z désignent les 
mêmes fonctions de x^y^ z \ les nombres 5,, s^^ s^ étant les racines de 
Téquation 

ttj — s bx c, 

(5j «2 ^2 — * Cj = ; 

«3 ^3 ^3 — ^ 

mais lorsque l'équation précédente a des racines multiples, il n'est pas tou- 
jours possible de réduire la substitution (2') à la forme (4). Déplus l'équa- 
tion (5) peut avoir des racines imaginaires. 

Une autre forme donnée à la substitution (2'), et qui a une bien plus 
grande importance en mécanique des fluides, est, au contraire, toujours 
possible sous forme réelle : c'est celle qui fait intervenir la notion de 
défoi^mation pure. 

On dit que la substitution (2^) représente une déformation pure lors- 
qu'elle peut être mise sous la forme (4), les plans A = 0, B = 0, C = 
formant un trièdre trireclangle. La condition nécessaire et suffisante 
pour qu'il en soit ainsi est que la quantité 

(6) xda -H ydb -^ zdc 

soit une différentielle exacte, autrement dit, que le déterminant (3) soit sy- 
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métrique. La première partie de cette proposition fait partie de la |théorie 
connue des surfaces du 2" degré; la seconde résulte de ce que Texprcssion 
(6) est invariante par tout changement de coordonnées rectangulaires 
effectué simultanément sur œ, i/, z et sur a, h, c, et de ce que, d'autre part, 
lorsqu'on prend pour nouveaux plans cordonnés les plans A = 0, 6 = 0, 
C = Oy (ce qui est possible s*il s'agit d'une déformation pure}, les équa- 
tions (4) deviennent 

(4') x = Sia, y == ^.b, z = s,^c. 

On voit, d'après celte dernière forme, que la déformation pure revient à 
un système de trois dilatations ellectuées dans des directions rectangulaires 
entre elles. 

51. — Toute déformation de la forme 2' peut être remplacée par une 
roUition précédée ou suivie d'une déformation pure. II suffit, à cet effet, de 
considérer Vellipsoîde des dilatations ou Vellipsrjïde de déformation. On 
nomme ainsi, dans une déformation quelconque définie par les équations (1), 
l'ellipsoïde c* == 1, (p étant la forme quadratique définie par Tidentité 

o frfa, db, de) = (1+ 2£j da' -f- (I -H 2e,) db' h- (l -{~2t,) dc^ 
-h 2 -{^db de -h 2 Y^ de da -î- 2 y. da db ^ dx- -h di/ -+- dz- 

Les cjefficients e,, e^, £3, y,, Yj» Va <!"* figurent dans la formule précé- 
dente, c'est-à-dire les quantités données par les formules 

' - ^^ = m * (2)' - &■ ' - "•-■ a- ©■* (S)'. 
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ont dlles les composafifrs de déformation. La dilatation 1) est une fonc- 
tion de £,, £3, 6p Yp V:;. Y:i '• *^**r ^^ discriminant do i est àp^al à D-. 

Lorsque la déformation est de la forme (2' , rellipsc«e de déformation 

(7') '.(a, ^c)=:l. 

est le lieu des points qui, une fois cette déformation effectuée, se trouvent 
sur la sphère 

X' -r //- -r C- = l. 
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Trois plans diamétraux conjugués de la quadrique i7') deviennent, par 
la déformation (2'}, trois plans reclanguLiires. H exisie donc un triëdre 
trirectangle T et un seul auquel correspond un trièdre trirectangle T : 
c'est celui qui est lormé par les plans principaux de la quadrique en 
question. Une rotation de Tun des deux espacos amènera les deux trièdres 
T, T', à coïncider, après quoi il ne restera plus, pour faire coïncider entiè- 
rement les deux milieux, qu'à effectuer une déformation pure. 

Si la substitution (2') est une déformation pure, la quadrique f^= 1 
définie par l'identité 

(6) i> «?/*= xda -\- ydh -t- zdc 

a les mêmes plans principaux que l'ellipsoïde (7'), les axes de Tun ayant 
pour longueurs les carrés de ceux de l'autre. C'est ce qui se voit immédia- 
tement en prenant la déformation pure sous la forme (4^;. 

52. — Tous ces résultats relatifs aux déformations sont bien connus 
mais nous devons insister un instant sur un cas particulier auquel on 
peut, comme Font fait lord Kelvin et Tait, rattacher le cas général par la 
considération des sections circulaires de l'ellipsoïde (V). 

Soient P un tel plan de section circulaire, P' son homologue : un cercle 
tracé dans le plan P a pour transformé un cercle du plan P' : autrement 
dit toutes les lignes du plan P sont dilatées dans le même rapport, de sorte 
que toute figure du plan P est semblable à son homologue du plan P^ 
Pour transformer le milieu initial en un autre qui soit semblable au mi- 
lieu final (autrement dit qui s'en déduise par une homothélie et un dépla- 
cement), il suffira donc de lui faire subir une déformation de la forme 
(2^ dans laquelle tous les points du plan P resteront inaltérés. Ce sont de 
telles déformations que nous allons étudier spécialement. 

Si, pour simplifier, nous prenons pour plan des coy le plan P, les for- 
mules (2') s'écriront évidemment 

(8) \ y = h-^\Lc 

\ z^r{\ -^ v), 

puisque pour c = on doit avoir x = a, y = b, z rr= c. 

Les formules ainsi écrites montrent que les déplacements de tous les 
points ont même direction et sont proportionnels aux distances de ces 
points au plan P. Pour connaître entièrement la déformation en question, 
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il sufOra de se donner le segment (À, ji, vi. Ce segment, qui représente le 
déplacement d'un point situé à l'unité de distance du plan P, peut donc 
être appelé le segment caractéristique de la déformation. 

Le triangle MqWoM ifig. 4i formé par un point quelconque Mj,, sa pro- 
jection sur P et sa nouvelle position 
après la déformation, est constamment 
semblable au triangle analogue formé à 
l'aide d'un point déterminé situé à Tu- 
nité de distance du plan P et ayant 
pour un de ses côtés le segment carac- 
téristique. 

Pour que Ton ait affaire à une dé- 
formation pure, il faut et il suffit que 
X = [1 = 0, c'est-à-dire que le segment caractéristique soit normal au 
plan P : la déformation se réduit alors à une dilatation normale à ce plan. 
Supposons qu'il n'en soit pas ainsi; nous pourrons toujours néanmoins 
supposer ji = 0, en prenant pour plan dos xz un plan parallèle au seg- 
ment caractéristique. Prenons ce plan pour plan du tableau. 

Soit M la position finale du point situé primitivement en M^^ dans le 
plan du tableau. La perpendiculaire élevée au milieu de M^M, dans ce 

plan, coupe le plan P en un point 
(fiff. 5i tel que OM = OMo- Par un 
second point 0' appartenant égale- 
ment à la trace du plan du tableau 
sur le plan P, menons une droite 0' 
M'y égale et parallèle à OM^. Le paral- 
lélogramme OMoO'M'oSe transfor- 




mera en un autre parallélogramme 
MO' M' : il se sera déformé à la 



co 
Fig,5 

façon d'un parallélogramme articulé. 

De cette déformation, il est aisé de déduire le déplacement d'un point 
quelconque N^ du plan du tableau. Si en elîel, par ce point, nous menons 
une parallèle à OMq, laquelle coupe 00' en w et My M'y en [Xq, ce point |jlq 
pourra évidemment être considéré comme entraîné par le mouvement de la 
base supérieure MqM'^ du parallélogramme articulé : ce qui fera connaître 
sa nouvelle position {jl. En prenant alors, sur la droite oj,u, un segment (oN 
égal à (oNo, on aura la nouvelle posilion du point S^,, 

Le mouvement d'un point non situé dans le plan du tableau sera d'ailleurs 
défini par celui de sa projection sur ce plan. Au reste, pour obtenir en 
Haoaharo 5 
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même temps les déplacements de tous les points de l'espace, il suffirait 
évidemment de remplacer notre parallélogramme articulé par un parallélé- 
pipède droit articulé, ayant pour base ce parallélogramme. 

53.— Si Ton a pris 00' égal à OM^, le parallélogramme OM^ 0' M'„ est un 
losange, et il reste tel après déformation. Les deux diagonales de ces losanges 
et la perpendiculaire au plan du tableau constituent donc les axes du Irièdre 
T qui est tri-rectangle tant dans Tétat initial que dans l état final. Si l'on 
veut décomposer la déformation en une déformation pure et une rotation, 
celle-ci a pour axe la perpendiculaire au plan du tableau et pour angle, 

celui dont tournent les diagonales du losange, soit — %-^- 

54. — Le rapport des densités, autrement dit le rapport dans lequel est 
altéré le voliime du parallélépipède articulé, n'est évidemment autre que le 
rapport dans lequel est altérée la surface du parallélogramme qui lui sert 
de base, ou encore la hauteur de ce même parallélogramme : on aura donc 

f''^ = 1 -h V 

p 

V étant la composante normale du segment caractéristique. 

Si cette composante est nulle, il est clair que toute figure située dans un 
plan Pj parallèle à P subit, dans son plan, une simple translation parallèle 
à la direction fixe (X, |i, 0) et proportionnelle à la distance des deux plans 
P Pi. Une telle déformation prend le nom de glissement. 

En décomposant le segment caractéristique en deux, dont|run soit pa- 
rallèle au plan P et Tautre perpendiculaire à ce plan, on décomposera la 
déformation qui nous occupe en un glissement et une dilatation pure. 

55. — Si le plan P, au lieu d'être le plan des .ry, avait pour cosinus 
directeurs a, p, y» les formules (8) seraient évidemment remplacées par 

!X'— a -^ l oia H- p6 -h "(C j 
y = b -\- [i (ia -+- ?6 -f- Yc;. 
Z = r. 4- V m H- P6 -h YC', 

Le segment caractéristique serait celui qui aurait pour projections X, ji, v, 
et le rapport des densités, lié, comme nous l'avons vu, à la composante 
normale de ce segment, serait 

(10) '7 =r-. l i- Xa -}- (Ji3 -h vv. 



- = i H- Ax, 


::=>■?. 
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=rr vx. 
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Ce upport serait également celui dans lequel serait altérée la dislance 
d*un point quelconque au plan P. 

:^, — Ce qui précède nous permet do nous représenter, dans lo voisinage 
d'une surface S, une déformation (non plus homographique, mais quel- 
conque} qui laisse inaltérés tous les points de celte surface. Celle-ci 
pourra en elTet, au voisinage d'un quelconque de ses points^ é Ire assi- 
milée à son plan tangent, de sorte qu(i le déplacement d*un point quel- 
conque Mq de Tespace voisin de 0, s'obstiendra on multipliant un segment 
déterminé (X, fji, v) par la distance normale du point M^ à la surface. Bien 
entendu le segment(X, |i, v) varie avec la position du point sur S. Les 
dérivées partielles de x, y, z par rapport à a, 6, c^ au point 0, seront 

X, ^, 7 étant les cosinus directeurs de la normale à S en 0. La dilatation 
en ce point, égale au rapport dans lequel sera changée la plus courte distance 
du point M^ à S, sera donnée par la formule (10), laquelle représente 
d'ailleurs bien le déterminant du tableau (11). 

ST. — Déformations d'ordre supérieur. — Si aprôs avoir tenu compte, 
comme nous Tavons fait, des infiniment petits du premier ordre dans 
une déformation quelcon({uo, on voulait faire intervenir les infiniment 
petits d'ordre supérieur, on serait conduit, dans lo cas général, à une 
étude extrêmement compli(piée et qui semble actuellement inutile. Nous 
n'aurons besoin de faire cette élude que dans un cas extrêmement parti- 
culier, tout à fait analogue à celui que nous venons de traiter. 

Nous considérerons une déformation qui, non seulement laisse inaltérés 
tous les points d'une certaine surface S, mais coïncide en chacun de ces 
points avec la déformation idontiquo aux infiniment petits du 71'*'°^ 
ordre près, c'est-à-dire est tello que toutes les dérivées partielles de x, y, j 
par rapport à a, h, c jusqu'à Tordre n — 1 inclusivement soient nulles sur 

S, à Texception des dérivées ' » ' , > ' " qui seront o":ales à \ . Cherchons les 

* C^a iv> ^^c 

relations qui auront lieu, dans ces conditions, entre les dérivées d'ordre 71. 
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La méthode dont nous allons nous servir pourrait d'ailleurs remplacer 
celle que nous avons employée au n'' précédent, pour le cas de n = !• 
Soit d*abord, pour fixer les idées, n == 2 et désignons par 

fa, h, c) = 0. 

ré([iiatîon de S et par /à, /i, f,. les dérivées partielles --» -^' -^. 

La relation 

a lieu par hypothèse en tous les points 'de S. Nous pourrons donc la dif- 
férencier sur cette surface : autrement dit, la relation 

ôa* ^a (>o t>a de 

aura lieu pour toutes les valeurs de da, db, de qui satisfont à la relation 
(12) fada -h fi,dh -^ f.de = 0, 

ceci donne 

fa~~fb ~ fc 

De même les équations r ^= ^» ^ë = ^ difTérencîées sur S, donneront 



ft^j: ô^a? d'^x 
daoo db^ isbbc 
fo -^ fy ^ fr ' 




ô«j: ô2.r d«jT 




fa~ h - rr 




Ite, en somme 




^«a? iNV^7 ftî.r d'^x 
hâdb ôadc ô6^ i>ô6c 

AA "" A/o "" 7^" "" A/; 





(13) f: 

ou, en désignant par X la valeur commune des rapports précédents, 

(14) 
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relations que Ton peut exprimer ainsi : l'équation symbolique 

(140 (^ da -+- ^^ rfô -h ~ dcj,v = lifada + f,db ^ f.dcY 

est une identité par rapport aux diiïérentielles da^ db, de. 

Si nous remarquons que la différence a? — a est nulle, au point consi- 
déré de S, ainsi que ses dérivées premières, nous voyons qu'on peut écrire, 
aux inGniment petits près du troisième ordre, 

(15) a? = a-+--^~. 

De même, en introduisant de nouveaux nombres {i, v, on pourra écrire 



(15') ' 






S8. — Les quantités /),, fb, /i- sont proportionnelles aux cosinus direc- 
teurs a, p, 7 de la normale à S. Elles sont même respectivement égales h ces 
cosinus directeurs, si l'cqualion de S a été prise sous une forme convenable. 
Supposons qu'il en soit ainsi : alors f représentera, aux iuQniment petits 
du second ordre près, la dislance normale o du point (a, h, c) à S. Nous 
voyons alors que la d<'>formalion considérée est connue, aux infiniment 
petits du troisième ordre près, dès qu'on se donne en chaque point m de S 
le segment (X, ii, v). Le déplacement d'un point quelconque M^ voisin de 
S s'obtiendra en menant de ce point la normale M^m = o et multipliant 

par ^ le segment (X, ;i, v) correspondant au point m. Un petit segment de 

normale à S deviendra, dans la déformation, un segment de parabole. 

59« — Les choses se passent d'une façon tout analogue pour n supérieur 
à 2. Par hypothèse, on aura (pour jij -h (jr -h /• = » — 1) 

»>" — *.y* 

, '^ =0 
laquelle, différenciée sur S, donnera 

ô'*J; ft"j7 iV'jJ 

moyennant la relation (12; et, par consù(|U(Mil, 

yx ^ ^ o'Kv , . _ ô ",r 
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Autrement dit, le rapport 

est Indépendant du choix des indices p, q, a*, pourvu que leur somme soit 
égale à w. C'est ce rapport que Ton désignera par X et il existera de même 
deux autres nombres fi, v tels que Ton ait 

ce qui donne encore 

. (i ^« ■+■ â. ^^ "^ ^c ^^)"^ = ' ^/'^^^ "^ ^^"^^ "^ ^^'^')" 
(â "^"^ "^ sï '^^ "^ â '^'^)"^ = ^(/«'''* "^ ^^''^ "^ ^^^^)" 
(â '''^ "^ ôi ''^ "^ sa ''^) "" = ^ (/«'''* "^ ^'"^^ ■*" ^^'^^^"• 

Supposons encore Téquation de S prise de manière à ce que/* représente 
la distance normale du point (a, 6, c) à S et ^, /!„ /^ les cosinus directeurs 
de la normale a S. Nous voyons que le déplacement d'un point voisin de S 

—ft ^, --y 1. Les petits segments de normales à S se 

transformeront en segments de paraboles de degré n, 

60. — La densité, dépendant de dérivées du premier ordre, reste inaltérée 
dans les déformations d'ordre supérieur que nous venons de considérer : 
ses dérivées d'ordre au moins égal à n — 1 sont seules modifiées. 11 est 
aisé de voir quelles seront ces modifications pour l'ordre n — 1. 

Partons, en effet, des formules (3), (3) : ici tous les éléments du déter- 
minant D sont égaux à zéro, sauf ceux de la diagonale principale qui ont 
la valeur i. Formons la dérivée 

ort^ oè'-/ tVj'' p c^ai' ^b'i œ'" ' 

Tant que nous ne ferons pas porter tout le poids de la diiTérenciation 
sur un seul et même élément, le terme obtenu sera nul, puisqu'il n'y 
figurera que des dérivées d'ordre inférieur à n, lesquelles sont nulles par 
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hypothèse (sauf celles d'ordre un). Si, d'autre part, nous faisons subir 

Topération j — ; à un élément non principal, nous devrons multiplier 

le résultat obtenu par le mineur relatif à cet élément, lequel est nul. 1 
ne reste donc que les trois termes obtenus en dérivant n — 1 fois les élé- 
ments de la diagonale principale : soit (puisque les mineurs correspondant 
à ces éléments sont égaux à 1) 

0»-* /Po\ _ '''"'^' . ^"y_ , ^''^ 

et par cojiséquent, en vertu des formules (16), (16'), 

(") ^^ (y) - 1'-" /■'•" /:'• <'/^' -^ '^A - ^/^) ' 

par exemple, pour n = 2, on aura 

(l'y) ' 4p"- A(V;.-i-!Vi + ■'/.;. 

Dans les formules précédentes, on peut (ce qui nous sera utile un peu 

plus loin) remplacer D = — par la quantité log 1), dont la dérivée par 

rapport à D est égale à 1 sur S (ceci est vrai même pour la formule (17), 
les termes qui, au premier membre de celle-ci, contiendraient les dérivées 
d'ordre supérieur du logarithme, étant nuls, en vertu des hypothèses 
faites). 



h) Résultai relatifs aux vitesses 

61. — Après nous être occupés, dans ce qui précède, de la déformation 
représentée par les formules (1), passons à Tétude du mouvement propre- 
ment dit, c'est-à-dire faisons varier t dans les formules (1). 

Dans ces conditions, le système de variables indépendantes employé jus- 
qu'ici, — savoir les coordonnées initiales a, 6, c et le temps / — n'est pas 
le seul que l'on ait à considérer. On peut aussi avoir à exprimer les di- 
verses quantités sur lesquelles on opère en fonction des coordonnées ac- 
tuelles X, //, z et de ^ Lorsqu'il y aurait lieu à confusion, nous désignerons 
les dérivées prises dans le premier système par le symbole o et les dérivées 
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partielles dans lesquelles x, y, z^ t sonl considérées comme des variables 

indépendanles, par le symbole d. Ainsi les composantes de la vitesse seront 

ox ùy ùz ,, , ,, ,,, .. 0^07 o-v o*z 

w = ^7*, u =^ K^, m; = K^; celles de racceIeralion,-K^ ^ Jt-* Jï^' 

Il est nécessaire de savoir écrire les relations entre les dérivées partielles 
d'une même quantité, dans les deux systèmes. Si, d'abord, on considère 
les dérivées par rapport à a,biC ou x^y^z^ il faut considérer t comme cons- 
tanty et l'on a 



s 

la 


ôo; ô 0// i^ ' oz 

8a Ô27 oa Sy oa 




5 

u 


Ix 5 oy ù 8s 

'^Tb iw? "^ ih iy "^ 56 


dz 


8 
Te 


ùx h oy oz 

~T oc^ ÔJ7 oc (>ï/ oc 


à 

àZ 



En ce qui concerne les dérivées s- et -,, comme, a, ^, c étant donnés, 

Of 0/ 

.r, V, z sont fonctions de / et que leurs dérivées par rapport à t sont les 
composantes u, v, w de la vitesse, on a 

(18) ^- = - -h w - — \^v - — h IV - . 

^ '^ ot <>t i)x ^y (>z 

61 bis, — Nous aurons d'ailleurs à employer un système de variables inter- 
médiaire entre les deux précédents. Dans ce dernier système, pour étudier 
ce qui se passe à un instant déterminé quelconque Z^, nous prendrons 
comme état initial Tétat du milieu en cet instant : c'est en fonction des 
coordonnées initiales ainsi détinies et du temps t que nous exprimerons les 
coordonnées des différents points aux instants voisins de t^. Il est clair 
que, dans celte manière d'opérer, les dérivées par rapport aux coordonnées 

initiales seront — , —, — ; seulement la dérivée par rapport au temps ne 
àx* ^y ^z 

sera pas —, mais la dérivée v; qui figure au premier membre de la for- 

î>/ Ot 

mule (18). 

02. — L'état du milieu à l'instant i^ élant pris comme état initial, com- 
parons-lui l'état relatif à l'instant t^ -H o^ En ce nouvel état, les coordon- 
nées des dilTérents points seront données par le» formules 

o:' = X -^ liot 
y' = y+ VOt 

z' = z -\- iclt. 
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En les différenciant par rapport à x^y^Zy nous aurons les formules corres- 
pondantes à (2'), lesquelles seront 

1 d:^ = dx -^ ltdu = dx{i 4--- S/) +^^-f a/r/y +^a^.rfj 

(19i ! di/ = '^ Udx -f- dy (l 4- - bA -^-^tdz 
^ ' j ^ dx '' \ i\?/ y »>;? 

I dz' = —- t»tdx -\- — Udy '\- dz ( 1 -+- r— ^t )• 
\ îWF «>y \ ôjgr / 

Le déterminant D sera ici 






5yi 



-— ^t 1 H ô« 

^>x ùy 



^8/ 



— 0/ 












(en négligeant les puissances de a^ supérieures à la première). Ce détermi- 



nant étant égal à 



-5 = 1 



00 

— '—^, on aura 
H- op 



(20) 



op du C^O 010 ^ 

00/ dX Nj iV 



ftp 



ce qui fait connaître >'-, moyennant quoi la relation (18) donne pour -^ 



(21) 



bp d(pu) H?}^ , H?}^) _- 



0/ 



ax 



^\y 



ùZ 



= 0. 



Occupons-nous, d'autre part, de décomposer la substitution linéaire 
précédente, soit la substitution dont les coefficients sont 






'" a/, 






a/, 



(19') 



-- 0/, 1 -h - 0/. -" 0/, 

(>.'» t>y lu 



0/, 



este j, . . ^^w? -i 
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/ '+S^'. 


1 (bu bv \ , 


1 ((su ômA ^.\ 

2fe + ;>^)A 


us-ïï)^'. 




2Ê-^)H 


\US-S)*'. 


1 /ow i>v\ ,, 

2 [^ + «) ^'' 


'-S^J 


/ •■ 


2 \^!/ - c.v) "'• 


2 \i>jr ex ! 


2 ISi "" .^j '''' 


1. 


1 /ôw iVr\ ,, 



en une déformalion pure et une rotation. C'est ce que nous ferons par Tin- 
termédiaire des deux substitutions 



(22) 



et 



(23) 

dont le produit donne (19')i lorsqu'on y néglige les termes en li^. 

La première représente une déformation pure, puisque le tableau (22) 
est symétrique; la seconde représente l'effet, pendant le temps o^, de la 
rotation dont les composantes sont 

1 /ôUJ Mî\ 
P = -2\ï:y-Kz) 

I 2 \\v ^y/ 

La rotation dont les composantes sont les quantités /}, q, r que noua 
venons d'écrire est dite la 7'oiation moléculaire instantanée ou tourbillon. 

63« — On peut justiGer celte dénomination de rotation moléculaire ins- 
tantanée, en remarquant, comme Tout fait Stokes et, et plus tard Helm- 
holtz que si, dans le tluide en mouvement à Tinstanl considéré, on isole 
par la pensée autour du point considéré, une portion très petite de forme 
sphérique, et qu'on suppose celle ci brusquement solidifiée, la rotation 
instantanée prise par le solide ainsi obtenu aura précisément pour com- 
posantes p, g, r, Beltrami (*) a montré que cette conclusion restait vraie 
toutes les fois que les axes principaux d'inertie de la portion solidifiée coïn- 



(^) Principii rIcîV Idrodinamica razionalc, Mem. de TAc. de Bologne^ 3« série, 
tome I, i». i58-45y, 1871. 
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cidaient avec ceux de la déformation pure (22), c'est-à-dire avec ceux de 
la quadrique 

l,.= + „. + ..^,=..(,-.ï) + ,.(.-^;;)...(.^;ï) 

dont les coefficients sont ceux de la substitution ^22), à la quantité 
X- -h y- •+■ z' près. 

D*une manière générale, soit 
26: *= Ao?» -+- S!\f -*- k'z' + 2By^ -h 2B';rj; 4- 2B*a?y = i, 

l'équation de rellipsoide d'inertie de la petite molécule, qu'on suppose isolée 
à l'instant f^ et brusquement solidifiée, ainsi qu'il vient d'être expliqué, 
Torigine étant prise au centre de ^Tavité de cette molécule. Pour trouver le 
mouvt.'ment de celle-ci autour de après la solidification, il suffira, comme 
on sait, de trouver les moments totaux des quantités de mouvement relati- 
vement à trois axes rectangulaires issus de : autrement dit, d'écrire 

2 or. = ^ /'' -^ "'/' +^f.=-\^^ (-T. // - y. (,1) ' 

011 Pi. r/j, }\ désignent les composantes de la rotation après solidification, 
pendant que .Ti, j/i, z^ désignent des coordonnées prises par rapport à un 
système d'axes parallèles à nos axes fixes, mais dont l'oriiiine coïncide coiis- 

•\ N '^ 

0.7» ?/ J* 

tamment avec le point . — /» -• *» ---/ n'étant autres que les variations 

éprouvées par w, r, ?r, lorsqu'on passe du point à un point infiniment voi- 
sin, on peut écrire, aux infiniment petits d'ordre supérieur près 

li — »^ ^« "*" ^1 'J' "^ i^z ^' 



ou 1 IClt iV \ \ 






i\/" 



-i- 7^*i — >7/i 



01/, t^i; »^t' «w; 1 ,»'i 

? =: - JT -t- — // -^- — * r= - 



r./-, — />: 



IJ — 



OW «V/' iV I .V 






CHAPITRE II 



en une ilérorinalîon pure et une rotation. C'est co 
torniédîaire dos deux substitutions 

(22) 1 !('^'' -i-•^'M^^ 1 -i-'^'?^'. 



1 /o//' 



•v/\ N. 1 /.vr 



\ N 1 /.vr iV» 



et 



: :-? les avons 
. f5. il vient 

i 



(23) 



/ 1. 

I 

1 /oy 



\ 






dont le produit donne (19'), lorsqu'' 
La première représente une défo; 
est symétrique; la seconde repi' 
rotation dont les composantes si m 






: A — A) — «B^ — 3H 
^ - i B. 



24 



La rotation dont les con 
venons d'écrire est dite In 

0;K — On peut jusliî! 
tantunée, en remarquai 
holtz que si, dans le • ^ 
par la pt^nsôe autour 
S|thénque, el qu^i 
instantanée prîae ] 
pû^fintee p, q, r, 
toutes les foîsqH 




^..»îu% i^ec [K 7, /' lorsque roUipsoide 

^..^ .unj.que ses axes conicident en 

jaSb -^** ''^*''" n'empêche alors di? sup- 

.,*»aa.^'?> parallùlt.'S aux a vos vu ques- 

^ ; - B" -- 3 = 3' r- 3 ^ 0). 

^ ^:. a tonue du seL'nionl coniplémen' 

j, ^ A — B(2 — a) 

.V-A)-B (a-«) 
. ^ -A>-B (a —a) 

lesultant drs quautil.> do niouvo- 
và ^^^ P*"*':^ lors]u'i">n «u'iianco entre ''\\o< 
Juii> ios équatioii:> 25 . 26 1. 

>iniplt\ si no: 
^>^«uui' 4o la lai on 

vlr^u\ lonjuiiué 
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iênt, se coupent dans ce plan est, comme on 
* qni a pour équation 

JX V 

B*x -+- A'y -4- Bj B'j: -h By h- A'^ = 

pV<? -4- a'// -t- ps P'a: -h pî/ -h tTz 

■ rs par Ips îmis arêtes du trièdre T conjui:m' commun 

iriquos en question «Irirdre toujours réel puisque l'une de ces 

:it un ellipsoïde). Inversement, l'équation de tout cnne passant 

iQs du trièdre T peut Atre mise dans la forme précédente. 

..- iiuo le cAne (28) est capable d'un t^i^dre trirectangle inscrit. Nous 

f (p'B* — p'B' -H p (A' — A") — B (a' — a^)) H- |i (^^B — ^B' 
.^A''— A)— B'(a''-a)j-+-v(pB' — B?' + p"(A-A', — B^(«-«'))=0 

. ilrement dit, le plan Ix + ii// -|- vz = doit passer par la direction (27). 

Or, parmi les cônes du second ordre qui passent par les arêtes du trièdre 
T. on en aperçoit immédiatement trois qui sont capables do trièdres trirec- 
tangles. Ce sont ceux qui sont formés par une face quelconque du trièdre T 
o.l le plan mené perpendiculairement à celte face, par 1 arête opposée. Les 
trois plans ainsi menés se coupent d'ailleurs comme on sait, suivant une 
même droite A. La condition imposée à un cône du second degré d'être 
capable d'un trièdre trirectanfrle étant linéaire par rapport aux coefficients, 
les cônes (28) capables de trièdres trirectangles seront ceux qui passeront par 
les arêtes du trièdre T et par la droite A. 

Dès lors, il est clfiir que, si l'on prend les plans diamétraux conjugués de A 
par rapport aux deux quadriques (25) et (26), leur intersection fournira la 
direction (27). 

tt5.— On arrive à une interprétation du segment (27) lui-même, en c(»nsidé- 
rant non seulement la qundrique (26), mais aussi la quadrique ^25) (ou, ce qui 
revient d'ailleurs au même, la (luadriquo © — 1, qu'on en déduit en retran- 
chant .7*2 -I- //2 + z^ au premier membre), comme des ellipsoïdes d'inertie ; 
par conséquent, en posant, non seulement 

A = V „, (y« _U ,^), A' --=: V „i (,. ^ .,2), X = V ,,, Çj.2 ^ ,,.)^ 

B = — . 2 ^^y^* ^ "^ ^ i ^^^'^^^ '^ = ""!S ''' ''^ 

(où, pour plus de simplicité, nous avons supprimé les initiales devenues inu- 
tiles); mais encore 

% = — y m'y' s'. P' = — >] m'sW, Û' ^ — ^V m'.r'y' 
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on trouve alors, pour los quantités (2"), les valeurs 

2[] mm' [x'y'z.r — z'x' xi/ — y'z' (y^ — z^) -t- yz (y'* — z'*)] 

= 2l ^^' 0^-^' -+- y// ■+- --) (y'- — -y) 

V mm' yz'.Ty — .v'y' ycr — z'x' [z*- — x') -h :r.r {;?'* — .r'«)] 

V mm' [:i'x' yz — t/j' zx — <;/ (x« — y^) -h xjy (a?'^ — ys) j 

= 2 wm' (a?.r' 4- y//' -t- ^r^:') (r'i/ — y'x). 

On sait que Texpression xx' + yy' + zz' ne change pas par une transforma- 
tion de coordonnées rectangulaires quelconques, et aussi qu'il en est de 
môme pour la signification géométrique du segment {y'z — z'tjy z'x — .r'z, 
x'y — y'x). On a donc bien mis en évidence cette même propriété pour le 
segment (27). 

66. — Si la rotation moléculaire instan tanée est partout nulle, l'exprès- 
sien udx -+- vdy -t- wdz est une différentielle exacte. 

Il existe une fonction, AUq potentiel des vitesses, dont les dérivées par- 
tielles sont les composantes u, v, w. Si le milieu considéré occupe lespace 
toul entier, cette fonclion, définie à une constante près, est elle-même 
univoque dans tout le milieu. Il en est de même si celui-ci n'occupe qu'une 
porlion de l'espace lorsque cette portion est à connexion linéaire simple, 
c'est-à-dire lorsque toute ligne fermée, tracée dans le milieu est réductible 
à un point par une déformation continue effectuée sans sortir de ce milieu. 

Dans le cas contraire (par exemple, si le volume occupé a la forme d'un 
tore), le potentiel des vitesses peut avoir des périodes^ c'est-à-dire s'aug- 
menter de constantes lorsque le point (ir, y, z) décrit un chemin fermé 
non réductible à un point (dans le cas du tore, lorsque ce point revient à 
sa position primitive après avoir tourné de 27t autour de Taxe). 

6*7. — Lorsque la rotation moléculaire instantanée (p, q, r) n'est plus 
nulle, les équations différentielles 

/**^x ^^ ^h ^^ 

(29) J=q=T 

définissent une double infinité de lignes, nommées lignes- tourbillons. 
Il peut arriver que les lignes-tourbillons se ferment sur elles-mêmes ; 
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maïs, en général, leur disposition (comme celle de toutes les lignes défmies 
par des équations diiïérenlielles) est beaucoup plus compliquée. Chacune 
d'elles revient une infinité de fois aussi près qu*on le veut de son point de 
départ, mais, eu général, sans jamais repasser exactement par celte posi- 
tion. Des observations toutes semblables s'appliquent aux fileis-tourbillonsj 
ou surfaces formées par les lignes tourbillons issues des points d*une ligne 
fermée quelconque. La méconnaissance de ces circonstances a quelquefois 
conduit à énoncer des conclusions erronées. 

Par contre, les raisonnements analogues relatifs aux lignes de courant^ 
c'est-à-dire à celles qui sont définies par les équations différentielles 

dx dtj dz 

u V ta 

dans le cas où il existe un potentiel des vitesses F, sont exacts (du moins 
si le milieu esta connexion linéaire simple et, pur conséquent, la fonction F 
univoque). F est, en effet, croissant le long des lignes de courant (puisque 
sa différentielle dF = udx -+- vdy -\- wdz est proportionnelle à m' -t- v* 
-H u'*) : celles-ci ne peuvent dès lors, ni se fermer sur elles-mêmes, ni 
affecter la disposition compliquée dont il vient d'être question : elles se 
terminent nécessairement à la surface-limite (ou à Tinfini, si le milieu est 
illimité). 

68. — Si la rotation moléculaire instantanée n'est plus nulle, on ne peut 
plus écrire 

oF i>F f)F 

Clebsch a proposé de mettre alors les composantes de la vitesse sous la 
forme 

ôF , Oy 

^X ^ i>X 



(80) ' « = 1- iL -^ 



c^Y 






'^ . 



'{/ et /étant deux autres fonctions à déterminer. 11 fonde la possibilité d'une 
telle réduction sur le raisonnement suivant : 
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Sî Ton différencie la seconde des équations (30) par rapport à ;?, la troi- 
sième par rapport à y et que Ton retranche, il vient 

(31) ^-^J^ = ^2« = ^^i^--.^^ 



Celte équalion et les deux autres analogues 
(810 



"^ »\3? dZ àz ôa? 



montrent que ^ et x satisfont à Téquation aux dérivées partielles 

^ isx ^ ^ ^z 

autrement dit, sont des intégrales du système d'équations différentielles 
(29)> celui qui déGnit les lignes tourbillons. 
Or, les fonctions;}, ^, r satisfont à la relation 



.'jy + - = o. 

i>x ày c^z 

Il en résulte que le système (29) admet comme multiplicateur (*) Tunilé. 
La théorie du multiplicateur enseigne que, dans ces conditions, on peut 
trouver pour ce système deux intégrales 4^ et X vérifiant les relations (31), 
(31'), d'où Ton peut, sans difficulté, remonter à (30). 

Cette démonstration prouve bien, en effet, que Ton peut donner aux 
composantes 2/, i?, %o la forme (30) dans une région suffisamment petite R 
du milieu. Hais les choses se passeraient en général tout autrement si Ton 
envisageait le milieu tout entier. L'existence des intégrales ^ et /est, en 
effet, établie dans une région telle que R, et il y a une telle région au voi- 
sinage de tout point de notre milieu. Hais si — comme cela a lieu sauf 
dans des cas exceptionnels — les lignes tourbillons présentent la disposi- 
tion compliquée signalée tout à l'heure, il sera évidemment impossible 
que ^ et y soient bien déterminés dans tout le volume considéré. 



(*) Voir par exemple Jordan, Cours d'Analyse, vol. III, ch. i. 
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Par contre la forme 



oF ^v\, 




V = h -^ — 

l^y ùX 




__ oF . .vç. 
w — -- -r ^^^ 





qui a été également proposée pour les composantes de la vitesse, peut tou- 
jours être obtenue. 11 suffit évidemment, pour le démontrer, d*établir que, 

moyennant la condition !^ h ~ -h ?— = 0, on peut toujours trouver trois 

fonctions ?, ^ et ;^ vérifiant les équations 

tv>; oz 
(. = -*^ ^. 

Or la démonstration de cette proposition (^) échappe à la difficulté signalée 
tout à rheure^ et cola (moyennant quelques précautions faciles) même si 
la région considérée est multiplemenl connexe. 



§ 2. — ÉTUDE DES DISCONTINUITÉS — LES CONDITIONS IDENTIQUES 



69« — Nous avons, dans ce qui précède, supposé les coordonnées .r, y, z 
et leurs dérivées des divers ordres continues. Cette hypothèse est cependant 
loin d*étre la seule qu'il convienne d'envisager, et Tétude de mouvements 
dans lesquels quelques unes des dérivées en question éprouvent des varia- 
tions brusques est indispensable dans une foule de théories physiques. La 
propagation de discontinuités de cotte esprce a été déterminée^ pour le cas 
du mouvement recfiligne des guz, par Riemann, dans un mémoire célèbre 
dont nous parlerons plus loin. Plus tard, en 1877, ChristolTel reprit (-, les 
résultats de Riemann pour les étendre aux mouvements à trois dimensions, 



(*j Voir par exemple Picard, Traité (V Analyse ^ tome I. 
(2) Antiali di Matemadca, tome VIII ; 1877. 

Hadamaid 
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mais il se limita à des ondes (out exccptionnellcdy les ondes de choc ondes 
du premier ordre) dont Texistence avait été découverte par Riemann et, de 
plus, comme l'élude de ces ondes ofTre des difficultés spéciales, il dut n*en 
considérer qu'un cas limite, celui où les discontinuités sont infiniment 
petites. C'est Hugoniot qui, en 1887, sans connaître d'ailleurs les travaux 
de Riemann et de ChristotTel, montra Q) l'importance des discontinuités 
dont nous allons parler, et en fit une étude générale : 11 mit en lumière 
une notion fondamondale, celle de compatihilUé, sur laquelle nous aurons 
à insister plus loin, et dont la nécessité semble n*avoir pas apparu à 
Christoiïel, quoiqu'elle eût été indiquée par Riemann dans le cas du mou- 
vement recti ligne. 

"TO. — Les discontinuités que nous étudierons ne seront point les plus 
générales qui puissent se présenter. Nous n'envisagerons pas, par exemple, 
des singularités telles que celles auxquelles nous avons fait allusion au 
n*45. 

Nous supposerons, au contraire, que les discontinuités en question 
n'aiïectent à un instant quelconque que des surfaces isolées. L'équation 
d'une de celles-ci^ rapportée à l'état inilial, sera 

(32) f{a,b,c) = i) 

c'est-H-dire que la relation précédente exprime la condition que doivent 
remplir les coordonnées initiales a, 6, c d'une particule pour que celle-ci 
soit, à l'instant /, le siège d'une discontinuité. On peut d'ailleurs envisager 
également l'équation 

(33) o {X, .V, z) = 

de cette même surface par rapport aux coordonnées actuelles x, y, c : 
équation qui représente à chaque instant /, le lieu des positions actuelles 
des particules adoctées par la discontinuité à cet instant, et qu'on déduira 
delà premièreen éliminant (ri, 6, c) à l'aide des relations (1). Nous désigne- 
rons par Sq la surface représentée en coordonnées cartésiennes, par l'équa- 
tion (32) ; par S, celle qui est représentée, par l'équation (33) et qui est 
la transformée de la première dans la déformation (1). 

La surface Sq divisera l'espace lieu du point (a, ^, c, (ou la surface 8 



(«) Journal de VKcole Polytechnique, tomo XXXIX. 1887; Journal de Math, 
Tome 111, série IV, 1887. 



LES ONDES AU POINT DE VUE CINKMATK^UE 83 

divisera l'espace lieu du point (/•, //, z)) en diMix niions 1 et 2. Dans cha- 
cune d'elles idu moins jusqu'à ce» i{u\m ronconlro une nouvelle surfiice d<» 
discontinuité) nous admettrons que les coordonnées x, //, r et leurs dérivées 
existent et sont continues. 

T I • — Nous compléterons cette hypothèse par une autre : non seulement 
U*i dérivées dont nous {ûirlons seront continues à Tintérieur de chacune 
des régions 1 et 2, mais encore nous ndrnctlrons que chacune d'elles tend 
vers une limite déterminée lorsque le point (a, b, c) tond vers une position 
limite située sur S, en restant toujours dans une même région. 

Autrement dit, soit 4> une fonction quelconque de r, //, ^,rt, 6, c, / et des 
dérivées partielles de tous ordres de .r, //, ;? par rapport à a, f*, c, /. Celte 
quantité, une fois exprimée à l'aide des vnriahles indépendantes a, h, c 
pour une valeur déterminée de /, en sera une fonction *\\ qui sera définie 
en tout point intérieur à la région I et continue on ce point. Celte fonction 
aura ^'gaiement une valeur (fêtenninée «l»", en un point rpielconque 
(«0» ^u» ^o) ^^ ^; pi plie y sera continue, en ce sens que ^\\ tendra vers <1»° 
lorsque le point a, h, c) tendra vers (a^, ^„ ("o) *^''^ cesser à aucun moment 
iVappartenir à la région 1, 

De même 'ï», considérée dans la région 2, sera une fonction ^\^ de « , ô, c, 
laquelle sera définie et sera continue dans toute cette région 2. Cette fonc- 
lîon prendra une valeur déterminée 'l»"^. au point «(,. ^'o» '-o) ^^ S ; elle sera, 
en ce point, continue pour les déplacements intérieurs à la région 2. 

Seulement, le? deux valeurs 'I»'^,, *l»"^. correspondant à un même point 
(«0» ^0» ^o> O pourront ne pas être égales entre elles, et c'est en cela que 
consistera la discontinuiU^ Ainsi la valeur de *I> subira, au passage de S 
une variation brusf/ue. La valeur <l>'^^, — <î»", de cette variation sera sou- 
vent désignée par la notation |<f>|. 

r 

i 74« — Moyennant les hypothèses précédentes, nous allons avoir h dé- 
montrer un lemme d'analyse nécessaire pour tout ce qui va suivre. 

Supposons que a, 6, c varient suivant une courhfî enliêrement située 
dans la région 1. Alors, comme nous faisons sur les dérivées partielles de <I> 
les mêmes hypothèses que sur *l> lui-même et que, par conséquent, ces 
dérivées existeront et seroni continues dans la région 1, on obtiendra la 
diiïérentielle de 't» par ra|)j)licalii»n du Hiêorême d»'S fonctions composées. 

En sera-t-il de mênu^ lorsque \r |)nint (a, h, c sera situé sur S et se 
déplacera sur cette surface? Cela nVst i)oint évident. Sur S, en effet, *\\ 
n'a point, à proprement parler de dérivées j)artielles, [)uisqu'il n'est défini 
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que d*ua côté de S el non dans tout le voisinage du point considéré : on 
n'est donc pas dans les conditions ordinaires d'application du théorème en 
question. 

La conclusion reste cependant exacle. C'est ce que nous allons constater 
en nous plaçant, pour plus de simplicité, dans le cas de deux dimensions. 

Nous aurons alors une fonction 4> définie d'un seul côté d'une courbe 8 
(fig. 6). Dans sa région d'existence, elle aura des dérivées partielles, 
lesquelles tendront vers des limites déterminées (que nous désignerons 

encore par - — el - — ) lorsque le point (j:, y) tendra vers un point M' 

K» yù de S. 

Il s'agit de savoir si * aura, par rapport à l'arc s de S, une dérivée 
donnée par la relation 



ds 



ô4> dx^ 
«>Xft ds 






Fig. 6 



On peut répondre à cette question en employant d'une manière conve- 
nable la démonstration classique. Celle-ci consiste en eiïel. M' et W étant 
deux points inGoiment voisins Tun de l'autre sur §, à introduire soit le 

point P qui a même abscisse que 

Q^ 5^^^^^^^^ ^' ^^ même ordonnée que M", soit 

le point Qqui a même abcisse que 
M" et même ordonnée que M'. 

Or, des deux lignes brisées MTM" 
et M'QM\ il y en a, en général, 
une (fig. 6) qui est située tout en- 
tière dans la région d'existence de 
* et qui permettra par conséquent l'application du raisonnement. 

On pourra encore arriver au résultat comme l'indique M. Painlevé(') en 
menant par les différents points de Tare M'M'', de petits segments égaux et 
parallèles entre eux situés dans la région d'existence de 4». Le lieu des extré- 
mités de ces segments est un arc N'N" sur lequel on peut écrire (puisque les 
dérivées de * existent cette fois) 




*n" — * 



/ /(>*l> dx i^*!» r///\ 

^' "^ I \v\r Tlfi "^ i>j5/ ds) 



ds. 



(J) Sur les lignes singulières des fonctions analytiques. Annales scientifiques de 
VKcole Normale supérieure, 1887, 1'^ partie, ch. ii, n» 2. 
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Quand la longueur du segment tendra vers 0, les quantités --- el ~- ten- 
dront, et cela uniformément, vers ' — et — : on aura donc, à la limite, 

I \^\l'Q ((s o//o as / 

ce qui équivaut manifestement au résultat demandé. 

Chacun des deux raisonnements précédents s'étend évidemment, de lui- 
même, â un nombre supérieur de dimensions, de sorte que notre lemmeest 
démontré. 

73. — Cela posé, sup])usons que la fonction * ne subisse pas de variation 
brusque sur Sq, mais que ses dérivées premières soientau contraire discon- 
tinues : autrement dît, que Ton ail 

Le lemme précédent va nous permettre de voir que les changements de 
leurs I ■" I' I "a r I ~ I éprouvés par ces dérivées partielles ne pour- 
ront pas élre quelconques. 

Faisons, en effet, décrire au point (a, />», c) un chemin quelconque situé 
sur la surface Sq. En chaque point de ce chemin, la fonction *^, est définie : 
on pourra, de plus, la dilTérencier sur Sq en appliquant notre lemme, et 
écrire 

d'Vi — ^' i da -h vt' db -^ > de, 
oa 00 oc 

Les mêmes considérations s'appliquent à la fonction *ï>a : on a 

rf<I>2 = -S-- da -h -</ dl* -h ^ - de. 
^ oa oh oc 

Retranchons membre à membre : les premiers membres se détruisent, 
puisque * est supposé continu au passage de S^j. Il vient 

=[s]"-[g']'»-[g*=o- 



va 
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Or les différentielles rfûr, db^ de sont évidemment quelconques sous la seule 
condition de vérifier Téquation différentielle de S^. 

fada -h fodb -+- f,dc = 

(en désignant, comme plus haut, par /;„ /t, /,. les dérivées partielles de /). 
Donc on doit avoir 

74. — Supposons maintenant que, non seulement *, mais encore ses 
dérivées premières restent continues. Que pourrons-nous dire des varia- 
tions brusques des dérivées secondes? 

Nous pourrons appliquer le mode de raisonnement précédent à la 

fonction i^- : ce qui donnera 






■fc 



et de même, aux fonctions ^j-t -s— , ce qui donnera 

o6 oc ^ 

Comme précédemment, ces égalités montrent que l'on a 

X étant un nombre convenablement choisi. 

D'une manière générale, si la fonction 4> est continue ainsi que ses 
dérivées partielles jusqu'à Tordre n — 1, on aura, entre les variations des 
dérivées partielles d'ordre ?i, la sério de proportions 



■35l??]:/^-=... = [,,.S,;,|/^'A.A-...=[t?] 



:A". 
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Eu désignant par X la valeur commune de ces rapports^ on aura, quels 
que soient da, db dCy 

([â] "^^ -^ [n] '^^ -+■ [si] '^"J'^ = ^ ^f''^" ■*■ ^'^^ ^ f'^""'^- 

75. Les discontinuités que nous étudierons pourront être de différents 
ordres. Il pourra arriver, en premier lieu, que les coordonnées .r, y, ;r elles- 
mêmes soient discontinues, non pas en fonction du temps (nous n'admettrons 
jamais qu'une molécule passe instantanément d'une position à une autre), 
mais en fonction de rt, ^, c. De telles discontinuités seront dites i'ordre 
zéro ou absolues. 

Dans le cas contraire, la discontinuité ne portant pas sur les coordonnées 
elles-mcmes, pourra porter sur leurs dérivées : celles-ci seront classées 
d'après leurs ordres. 

Nous nommerons ordre d'une dérivée n-- >-,-■ s- t-^t: , Tordre tolal dedéri- 

ort/' o6v oc'^ o/* 

valion p4-^H-/-f-s = n par rapport à o, 6, c, /. 

Toutefois, dans les dérivées d'un môme ordre, il y aura lieu d'établir des 
catégories suivant le nombre s des dériva lions effectuées par rapport à ^ Ce 
dernier nombre sera dit V indice de la dérivée considérée. 

Par exemple, les dérivées du second ordre de j?, y, z sont au nombre de 
30, dont 18 d'indice zéro, savoir : 



9 d'indice un, savoir 



oa- oaoo oc- ' oa- oc* 



rj^i'C Z*X 0-.Ï7 0^// ^" - . 

oao/ 060/ oco/. oao/ oco/' 

3 d'indice deux : 

o^.r 0-?/ 0- cr 

c'est-à-dire les composantes de l'accélération. 

V ordre d'une discontinuité sera le plus petit des ordres des dérivées 
qu'elle affecte. 

76. — Il y a lifu de noter qu'on peut avoir à considérer des disconti- 
nuités d'ordre infini. 
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Si, en effet, une fonction analytique régulière autour du point (a^^, h^, c^) 
est déterminée par la formule de Taylor dés qu'on donne les valeurs de toutes 
ses dérivées en ce point, il n'en est plus du tout de même si la fonction est 
quelconque, soit qu'elle cesse d'ùtre analytique, soit qu'elle cesse d'être 
régulière. 

Supposons, dès lors, que le mouvement soit analytique dans toute la 
région 1. Il pourra arriver qu'il y ait, au passage de Sq, continuité des dé- 
rivées de tous les ordres, et que, cependant, le mouvement de la région 2 
ne soil pas le prolongement analytique du premier, soit qu'il ne soit pas 
lui-même analytique, soit qu'il présente surS^ des singularités convenables 

_ i 
(comme par exemple celle qu'offre la fonction e ^^ pour x = 0). 

L'étude de discontinuités de cette nature offre des difficultés parti- 
culières. Nous ne Taboiderons pas dans ce qui va suivre. 

77. — Laissant de coté les discontinuités absolues, nous allons nous oc- 
cuper d'abord des discontinuités du premier ordre. 

Il y a alors trois dérivées d'indice un et neuf dérivées d'indice zéro. Les 
premières sont les composantes de la vitesse. Nous n'avons pour le moment 
aucune observation à faire à leur égard. 

Au contraire^ il résulte du lemme démontré tout à l'heure que les va- 
riations brusques des dérivées d'indice zéro ne peuvent pas être quel- 
conques. En effet, puisque par hypothèse il n'y a pas de discontinuité 
d'ordre zéro et que x est continu, on doit avoir 

[jï J _ [o6 J __ \jc\ 

fa fb fc 

OU, en désignant par X la valeur commune de ces rapports 

On aura, de même, en introduisant deux autres nombres [i et v, 
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Nous considérerons X, fji, v comme les projections d'un vecteur (tracé» à 
partir du point (x, y^ z), dans Tespace lieu de ce point). Ce vecteur suffit 
à définir les variations des neuf dérivées d' indice zéro. 

On lui adjoindra, pour avoir les variations brusques de toutes les dé- 
rivées du premier ordre, le vecleur qui représente la variation brusque de 
vitesse et que nous appellerons, par analogie (^i, {Jip vi). 

78. — Les considérations développées au n^ 56 permettent de donner au 
résultat précédent une inlerprélalion géométrique simple. A cet eiïct, ima- 
ginons — ce qui est évidemment possible, — un état fictif du milieu coïn- 
cidant avec Tétai actuel envisagé dans la région 1, mais tel que les dé- 
rivées des coordonnées soient continues au passage de la surface So. 

Nous appellerons, pour abréger, « étal de la région 1 •, Télat ainsi dé- 
fini dans tout l'espace : c*est, comme on voit, l'état de la région 1 prolongé 
dans la région 2. 

Soient x\ y, z' les coordonnées d'une pailicule quelconque de la région 
2 dans ce nouvel état. 

Les quantités 



fSj'fëJ'ISr 



ne sont évidemment autres que les valeurs, en un point quelconque de Sq, 
des expressions 

(.10 — X .r - .r o .>? — .r ! 
ort ' ih ' oc 

(considérées par rapport à la région 2). 

Or puisque x\ y' z coïncident avec r, //, z en tout point de Sq, ladéfor- 
mationqui permet de passer du point (.r', y', z'] au point (.r, //, z) rentre 
dans la catégorie étudiée au n® 50 : autrement dit, le déplacement éprouvé, 
dans cette déformation, par un point M infiniment voisin d'un point 
déterminé de Sj^ est de direction constante, et proportionnel à la distance 
de M à So. 

C'est ce qui résulte d'ailleurs dos formules précédentes. Si, en elîet, à 
partir d'un point de S^ nous donnons à a, h, r des accroissements da, db, 
de, comme d'autre part /"est nul sur Sj,, on aura sensiblement 

df= f = ^ da 4- fi, db H- fi de. 
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de sorte que Ton pourra écrire, aux infinimeiiis petits d'ordre supérieur 
près. 

\^^} \y-!/ ^-\^f 

On voit donc bien que le déplacement de notre particule, dans le pas- 
sage de l'état de la région 1 à celui de la région 2, est représenté par le 
segment (X, |i, v), multiplié par le nombre / qui est lui-mùme propor- 
tionnel à la distance du point (a, h, c) à la surface /"= 0. 

79. — De cette remarque résulte immédiatement que le segment que 
nous venons d'inlroiluire, et qui est représenté par les nombres X, ;j, v, est 
indépendant de la direclion. dos axes par rapport auxquels est défini le 
point {x, y, z). Autrement dil, si Ton rapportait à d'autres axes rcclangu- 
laires l'espace lieu de ce point, les nouvelles valeurs de X, «ji, v seraient les 
projections du même segment sur les nouveaux axes : ce segment repré- 
sentant le déplacement du point considéré (dans le passage de la position 
(.r, y, z') à la position {x^ y y z) ) divisé par la valeur de /*, laquelle est 
calculée sur l'état initial et indépendante des coordonnées actuelles. 

70''**. — Mais le cboix des axes dans l'espace actuel n'est pas le seul élé- 
ment arbitraire qui existe dans notre mode de représentation. 

En premier lieu, la surface de discontinuité rapportée à l'état initial a 
été représentée par une équation /"(a, h, c) = 0. Il est clair qu'il y a une 
infinité de manières de représenter ainsi la môme surface. Rien n'empêche 
de multiplier /"par un nombre constant quelconque ou, plus généralement, 
par une fonction quelconque ne s'annulant pas sur S^,. 

En second lieu, nous pouvons choisir d'une façon entièrement arbitraire 
l'état initial auquel sont rapportées les molécules. Nous aurons donc à nous 
demander quelle influence le choix de cet initial aura sur le segment (X, [i, v). 

Occupons-nous d'abord de cette dernière question. Supposons qu'on 
change l'état initial '«, h^ c) en une autre (a', h' y d) mais sans changer de 
fonction /"(autrement dit, en se contentant de remplacer, dans celte fonc- 
tion, a, ô, c par leurs valeurs en fonction de (a' l' v')). Alors le segment 
(X, [Jt, v) ne fiera pas changé. C'est ce qui résulte immédiatement de l'inter- 
prétation que nous venons d'indiquer, ce segment étant le quotient du 
déplacement d'un point quelconque lorsqu'on passe do l'état de la région 1 
à celui de la région 2, par la valeur de / en ce point. 
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80. — Supposons main louant, au contraire, quo sans chan'^^er a, 6, c, on 
multiplie la fonction /*par un facteur (continu et dérivable) non nul aux 
points considérés. Dans ces conditions /)„ /!„ f,. seront évidemment multi- 
pliés par un même nombre (/) puisqu*ils sont proportionnels aux cosinus 
directeurs de la normale à S^. Dès lors, dans les formules (Sô), (36), 
X, jji, V devront être divisés par ce nombre. 

Nous voyons donc que, pour définir d'une façon précise les composantes 
X, [jL, V, il est nécessaire de spécifier sous quelle forme on écrit Téqualion 
de la surface S^. 

La convention qu*il est naturel de faire à cet égard consiste à admettre 
que a, p, Y sont respectivement égaxix aux cosinus directeurs de la nor- 
male à Sq par exemple, à prendre pour / la distance normale du point 
(a, h, c) à cette surface. Nous adopterons cette convention dans ce qui va 
suivre. 

11 est d'ailleurs aisé d'écrire les composantes a, ;jl, v ainsi définies lorsque 
l'équation de S^ est donnée sous une forme quelconque. Car les cosinus 
directeurs a, p, y ont pour valeurs 

... r-' /!'.. /:•_... 

y^P + A'^ 4- r- ' v7;.' -+- />r -H /•> ' V/.r -t- /i.-' + P ' 
Il sufCra donc de remplacer les roriniilos (36) .36') par 

L ''« J ^ " y/fJ ^ f'r + /.- 1 2'J " ■' S'fa^ + R ^yy y<^\ '""^ V/:.^ - A^ + A' 

81. — 11 reste, cependant, à choisir le signe du radical y''/;,--^/;,2-f-/;*. 
Nous supposerons que les cosinus directeurs a, p, v si»nt ceux de la nor- 
male Sq dirigée vers la région 2. Le signe du radical devra, dt>s lors 
l'Ire celui de /"dans celle région. 

Si, au contraire, /'a été choisi de manière à permellro Tapplicalion des 
formules 36) (36'). il devra, à cet eiïel, être égal (tout au moins aux 



H) Ce nombn* csl d'ailleurs d-.' l;i valeur «jue prend, au point considéré. 1»? lac- 
teur en question. 
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infiniment pelits d'ordre supérieur près) à la dislance normale du point 
la, 6, c) à So. celle dislance élantcompléo comme positive dans la région 2 
et comme négative dans la région i. 

82. — La convention précédenle résout la difQcullé relative à la forme 
de la fonclion f. Mais elle nous fait perdre le bénéfice de la remarque faile 
tout à rheure, d*après laquelle le choix de Télat initial paraissait sans 
inOiience sur le résultat. En eiïet, pour deux états initiaux ditlérents 
(a, 6, c) et {a! V c'), la quantité /J/^ 4- A^ -^/J" qui figure au dénominateur 
dans les formules (38) a des valeurs différentes (*). Par conséquent, sui- 
vant qu'on adoptera Tun ou l'autre d'enlre eux, il faudra multiplier le 
segment (X, jx, v) par un facteur différent. 

11 est d'ailleurs aisé d'avoir la signification du rapport de ces deux fac» 
teurs. Chacun d'eux représente en effet la quantité par laquelle il faut mul- 
tiplier /"pour qu'il représente la distance normale d'un pointa la surface de 
discontinuité, dans Tétat initial correspondant. Leur rapport est donc la dila- 
tation normale à celte surface dans le passage d'un de ces états à l'autre. 

85I. — Nous ne pouvons donc maintenant perler du segment (A, fi, v) 
qu'en indiquant à l'aide de quel état inilial il a été formé. 

Dans certaines questions (par exemple en élasticité) Tétat initial est 
indiqué par la nature même du problème. 11 n'en est pas de même en 
hydrodynamique. Nous conviendrons alors de prendre pour état inilial 
l'état actuel de la région 1 à l'instant considéré. Cet état, n'est, il est vrai, 
ainsi défini que dans une partie du milieu ; mais on peut, ainsi que nous 
venons de le faire il y a un instant, le prolonger dans la région 2, les déri- 
vées partielles des coordonnées x, y^ z par rapport aux coordonnées a, A, c 
(coordonnées de l'étal initial quelconque primitivement choisi) restant 
continues ; et cet état fictif peut être pris comme nouvel état inilial, sans 
que la condition énoncée au n^ lo bis cesse d'être remplie. 

81. — Si on intervertissait les rôles des deux régions 1 et 2, il est clair 
d'abord, qu'il faudrait changer les signes des quantités 

LoaJ \oa/^ \oa/, Lo/>J \jjC \ 



(») Si 9 \da\ db\ de) représente l'élément linéaire da- -\- db^ + rZc^, exprimé à 
l'aide «les variables da y flb\ de' ; «l> la forme adjointe d.i 9 ; D le délcrminont fonc- 

tionneUv- ,-.,-,, la quantité /-- ) + ' ) + -- ) esteiralea .ri, ('-^, ';. M- 



LES ONDES AU POINT DE VUE CINEMATIQUE US 

Il en serait de même de 



U«J \}c\' 



Mais, d'autre pari, le dénominateur y//;,- -[- /).- -r- /!/- subirait un double 
changement : d'une part, un changement de signe ; d'autre part, d après 
ce qui vient d'être dit, une multiplication par un facteur égal à la dilata- 
tion normale à S qui intervient dans le passage de Télat 1 à l'état 2, c'est- 
à-dire à Tunitéplus la composante normale Àa -[- up -+- vy de notre segment. 

En définitive, pendant que les cosinus directeurs 2, ^, y seront changés 
en — a, — p, — Yi It's composantes dont nous venons de nous occu|)er 
seront changées en 

\ ^ 1 -+- /a 4- l4 -H VY ' ^ 1 -h Xa'^r- J^P -h" vy* 

^*®^ / V=. ^ 

' 1 -h Aa-i- jjl3 h- vy' 

8«S. — Avant de passer au cas général, nous traiterons encore, en raison 
de son importance, celui de la discontinuité du second ordre. Eiivisa'^oons 
d'abord les dérivées d'indice 0. La fonction ./; étant continue ainsi que î^es 
dérivées partielles du premier ordre, la proposition du n*^ 74 nous montre 
l'existence d'un nombre X tel que Ton ait 



(40) 



\ [»]=>•/■.'. [£]=>/.', [S]^-)./.' 



De même [i et v désignant deux nombres convenablement choisis, on 
pourra écrire 



(40) 



/^/^- |>I^J 



oiià ■' "'^^^'" I -'-'"'• I """" ''^"^'" 
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Les nombres X, fi et v seront encore considérés comme les composanles 
d'un segment. 

Il est clair que ce résuUat pourra être inlerprélé comme le précédent. Si 
nous prolongeons l*état de la région 1 dans la région 2, de manière que les 
dérivées secondes restent continues, il faudra opérer dans cette dernière 
région, pour passer de l'état 1 ainsi prolongé à l'état de la région 2, une 
transformation qui appartient à la catégorie étudiée au n^ 57, de 
sorte que, si x\ \j\ z' sont les coordonnées de Tétat 1 prolongé, x, y, ^, 
celles de Tétat 2, on aura pour x' — x,y' — ?/, z' — z les formules (14) et 
analogues du n° o7, lesquels équivalent bien aux précédentes. 

Ces formules monlrent que Ton a 



/2 /2 /2 

(41) X-a;'=->y^, lJ^y'r=^L^ ,^,':^,J^, 

Elles peuvent d'ailleurs s'écrire 

= {\ I^, v) {f,da -\-f,db 4- f,dc)\ 

86. — Passons aux dérivées d'indice 1. Celles-ci seront de la forme 

S«x Pz 

oo^oi' "* oco7' 

Nous appliquerons le lemme du n* 72 à la quantité ^^ : nous aurons 

et de même 

(42') \ 

On f^i» ''i) étant un nouveau segment. 

Enfin, les discontinuités X^, [i^j v^ éprouvées par les trois dérivées d'in- 
dice deux pourront être considérées comme les composantes d'un troisième 
segment, qui est la variation brusque de raccélération. 
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L'ioterprélation géométrique de ce dernier segment est donc évidente par 
elle-même. Quant à celle du serment (Ài, {jl,, v,) on pourra Pohlenir en 
uiiribuant aux diiTérenls points des vitesses fictives ôgales aux véritables 
dans ]a région 1 , mais telles que les dérivées partielles de leurs com- 
posantes soient continues. Ceci changerait, bien entendu, les nouvelles 
positions acquises par les points de la région 2 au bout d'un temps o/, et ce 
changement se traduirait par une déformation appartenant à la catégorie 
étudiée au n** 50. Celte déformation, étant proportionnelle à ot, aurait 
un segment caractéristique de la forme Xio/, u, o/, v^ o/), À,, ;ji,, v, étant 
les quantités qui figurent dans les formules (42 , (42). 

Comme précédemment, il résulte de là que les segments (À, [jl, v), 
O'it F'i» ^i)» "G sont pas changés lorsque Ton change d'état initial sans 
changer la fonction / lau sens précédemment expliqué), mais que dans le 
changement de forme de celle-ci, les composantes de chacun d'eux sont 
altérées dans un même rapport {^). Il convient dés lors, comme précédem- 
ment, de prendre /'égal à la distance normale du point a, b, c k S„ ou, ce 
qui revient au même, de remplacer les formulos précédentes par 

[IS]=^-.-[lJl*--021--''-[li^"|-'* 

9, ^, Y désignant encore les cosinus directeurs de la normale à S^ dirigée 
vers la région 2. Nous devrons également, comme dans le cas des discon- 
tinuités du premier ordre, spécifier quoi est l'état initial choisi. ï.orsqu'il 
n"y en aura aucun d'indiqué par la nature de la question, on prendra l'état 
actuel à l'instant considéré. 

Ici, contrairement à ce qui se passait dans le cas du premier ordre, il 
est indiflérent de choisir l'état de la région 1 ou celui de la région 2. La 
déformation qui permet de passer d'un de ces états à l'autre coïncide, eu 
effet, avec la déformation identique aux infiniment petits du second ordre 
près, au voisinage des points de S^ : il n'y a donc aucune dilatation nor- 
male en ces points, et, par conséquent, aucun changement dans la quan- 
tité /,* -u f,:^ ^ p. 

Si on intervertissait les rôles des deux régions, les coefficients /ii, //„ f. 
subiraient de simples changements do signe. Il en serait par conséquent 
de même pour X, ^, v, tandis que À,, \j-^^ Vj resteraient inaltérés. 



T') Ce rapport est encore égal nu rajiport d's cIlmix valeurs de /, s'il s'.ijfit du 
segment fX|, jij, v,); mais il a une valeur l'^ale au carré de la première pour le 
■egmenl (X, jx, v). 
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88. — Les résultais relatifs au cas de /i quelconque apparaissent mainle- 
nant d eux-mêmes. Il existera n -\- i segments dont le premier (a, fi, v) 
fera connaître les variations des dérivées d'indice parles formules 



(43) 



OU 






\\h r^ "^ oô r^ ^ oï ^^^) ^'^' ^' '2r) = (X, .jL, v) i^at/a -+- ?db -^^dc^; 

le second (X,, fii, v,), les variations des dérivées d*indice 1, par les for- 
mules 

(43) 

( U-otAc-sJ ^"-'"^"'" (/, + ./ + . = n-l) 

Le /« -h i**™®, (A/i, fiA, V/,). donnera les variations des dérivées d'indice A 

(43') •- ^__ 

( [sa^^3^] = ^*«'' ?*•'' ip+q + r = n- h) 

et ainsi de suite jusqu'à un n -h l»èmo segment (X„, fx», v„) lequel ne sera 
autre que 

[o^rl [o^^/l ro«zl 

o/'»J' LaH' L^'^'^J' 

L'interprétation géométrique des segments (X, [i, v), (A,, ji^, Vi) sera la 
même que tout à l'heure. Celle du segment (Xj^, u^,, vj s'obtiendra si, lais- 
sant inaltérées les positions et les vitesses, on corrige les accélérations des 
points de la région 2 de manière à rendre leurs dérivées d'ordre n — 2 
continues au passage de Sq. 11 en résultera, au bout du temps infiniment 
petit o^ une déformation proportionnelle à ot- et dont le segment caracté- 
ristique sera (X^S^^, i^^^t^y ''2 ^O 
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On pourra opérer de même pour les segments suivants en introduisant 
les accélérations d'ordre supérieur. 

On déduira de là (ou encore de ce fait évident que les dérivées de o?,^, z 
se transforment dans un changement de coordonnées absolument comme 
ces variables elles-mêmes) que les segments précédents ne dépendent pas 
du choix des coordonnées dans l'espace (x, ?/, z). Ils sont indépendants du 
choix de la fonction /*, puisque les formules précédentes ne contiennent 
que les cosinus directeurs de la normale à S^. 

Si aucun état initial n'est imposé en particulier par la question, on adop- 
tera encore l'état actuel à l'instant considéré, dans l'une ou dans l'autre de 
nos deux régions (ce qui est indifférent du moment que n est supérieur à 
l'unité). 

L'interversion des régions 1 et 2 changera le sens des segments dont 
l'indice est de même parité que n et laissera les autres inaltérés. 



$i 3. — ÉTUDE DES DISCONTINUITÉS (Sw/tc) - LES CONDITIONS 
DE COMPATIBILITÉ CINÉMATIQUE 



80. — Nuus avons maintenant à nous demander si les relations obtenues 
jusqu*ici sont les seules auxquelles soient assujettis les éléments de nos 
discontinuités. 

Supposons que nous nous donnions arbitrairement, en chaque point 
«0» ^0» Cq, de Sq, les nombres X, u, v; À,, jjl,, v, ; ... X», îJ^m ^n- Soient 
d'autre part X, Y, Z ; X,, Y,., Z, ; ... X„, Y„, Z„ des fonctions de a, ft, c 
continues partout ainsi que leurs dérivées de tous les ordres. A l'instant 
considéré t^^ donnons aux différents points du milieu : 

Les positions (X, Y, Z) dans la région 1, et les positions 

hi^% Y^^r;., z+^") 

dans la région 2 ; 

les vitesses (X,, Y^, ZJ dans la région 1, et les vitesses 

[^*-^ In-V) ! • ^ ' "^ (n - i)i ' '-' ^ (/r=n)T; 

dans la région 2 ; 

Uadaiubo 7 
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les accélérations (X;^* ^ â> ^2) ^^^^^ ^^ région i cl les accélérations 

\^« + (n-2;i ' ** ^ (n — ^ • ^^* (« - 2)i) 

dans la région 2, 
etc.; 

enfin, des accélérations d'ordre n égales à(Xnt Y„, Z„) dans la région 1 et à 
(Xn -h X„, Yn -h Kn. Z» -f- v„) dans la région 2. 

Dans les expressions précédentes, il est convenu qu'on donne à X, [i, v, ... 
Xn» Kn» v„ les valeurs qu'ils ont au point (a^, b^, c^), pied de la normale 
abaissée du point (a, b^ c) sur S^. 

On obtient ainsi, à Finstant /g, une discontinuité d'ordre n dans laquelle 
les segments déGnis plus haut ont, en chaque point de Sq, les valeurs 
(X, ^, v)y ... (X„, {!„, v„), lesquelles ont été prises arbitrairement. 

00. — Il reste à savoir si ce système de positions de vitesses et d'accélé- 
rations correspond bien à un mouvetnent satisfaisant à la condition d'im- 
pénétrabilité énoncée au n^ 44 et aussi à Thypothèse supplémentaire faite 
au n® 40. 

Or, si nous con<tidérons deux milieux remplissant à un instant déterminé f , 
deux régions contiguës 1 et 2 de l'espace (la surface limite étant S), et si, 
lez supposant entièrement indépendants Vun de Pautre, nous donnons, 
en cet instant, à leurs différents points des vitesses et des accélérations 
des divers ordres continues dans chacun des milieux, mais variant (pour 
les points de la surface de contact) lorsqu'on passe de l'un d'eux à l'autre, 
ces milieux cesseront en général, aux instants postérieurs à t, d'être 
conligus : ils se sépareront ou, au contraire se mêleront, certains 
points du milieu 1 entrant dans le milieu 2 et inversement. Pour qu'il en 
soit autrement, il faut évidemment certaines conditions : ces conditions 
que nous retrouverons plus loin, sont les suivantes : Les composantes 
normales de la vitesse et des accélérations successives doivent, pour 
chaque point de S, être les mêmes dans les deux milieux. 

Il semble donc qu'elles doivent être vérifiées dans le problème actuel. 

01« — Nous allons voir que les choses ne se passent point ainsi. Mais 
nous avons, à cet effet, deux cas fondamentaux à distinguer : 

Ou bien la discontinuité affecte constamment les mômes molécules^ au- 
trement dit, l'équation de la surface de discontinuité ne contient pas t : 
nous dirons alors que la discontinuité est stationnaire ; 
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Ou bien réquation de la surface de discontinuité dépend du temps : elle 
doit, par conséquent, s'écrire 

(44) f{a,h,c,t) = Q 

et est résoluble par rapport à t, lorsque a, b, c sont donnés (du moins dans 
une certaine région). La discontinuité aiïecte alors des molécules diffé- 
rentes, suivant les instants où on la considère : Nous dirons qu'elle se 
propage. Nous donnerons encore à une telle discontinuité le nom abonde. 

Les conditions précédemment énoncées sont effectivement nécessaires 
dans le cas des discontinuités stationnaires. 

Elles ne le sont plus pour les discontinuités qui se propagent. 

98. — Cependant, les segments (X, a, v), (X,, [Aj, vJ, ... (X„, fi„, v„) ne 
peuvent pas être quelconques si nous nous plaçons, comme nous avons le 
droit de le faire, dans une région et dans un intervalle de temps où la 
surface des discontinuités reste unique. 

Supposons'que l'instant t^ où nous prenons la surface de discontinuité Sq 
fasse partie d'un tel intervalle de temps. Dans ces conditions, nous devrons 
exprimer que cette surface est unique, non seulement pour la valeur t^ 
de t, mais aussi pour les autres valeurs, tant antérieures que postérieures. 

Lorsqu'il en sera ainsi, nous dirons, avec llugoniot, que les deux mou- 
vements qui ont lieu, à l'instant t^, dans les régions 1 et 2, sont compa- 
tibles. 

Les conditions pour que deux mouvements soient compatibles varient 
avec les problèmes de dynamique que l'on a à résoudre. Mais nous allons 
constater qu'il en est de communes à tous ces problèmes : ces conditions 
sont nécessaires pour que la compatibilité soit cinématiquement possible. 

03. Cas des discontinuités stationnaires. — Considérons 
tout d'abord une discontinuit<^ stationnaire d'ordre n et soit 



8a''ô6«8c''o/A 

une dérivée d'ordre n qui soit discontinue. Supposons que Tindice h soit 
différent de zéro. 

En un point (a^, b^, c^) de la surface de discontinuité, la quantité 

K phxq'^ r I * ^* dérivée /f*™« par rapport au temps différente de zéro, et 

cela pour une suite continue de valeurs de t, puisque, par hypothèse, la 
discontinuité ne cesse pas de porter sur la molécule (a^, 6q, Cq), 

[0" - '' /• 1 
s p-^fri^ r I "^ P^"* P'i^ ^'^^^ ^^^i sauf pour des valeurs particu- 



734048 
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lières de t. Si nous faisons abslraclion de celles-ci, nous voyons qu'une 
dérivée d'ordre n — h est discontinue, et que, par conséquent, la discon- 
tinuité est d*ordre inférieur à n, conirairement à Thypothése. 

Donc enGn h doit être nul. 

Ainsi, dans une discontinuité stationnaire, les premièi*es dérivées qui 
soient discontinues sont d'indice zéro. 

94«— Supposons, en particulier, qu'une dérivée de la forme -^r^ » ^* >•- 

soit discontinue. Alors, d'après le raisonnement qui précède, il en sera de 
même pour une au moins des coordonnées Xy y om z. Il y aura donc dis- 
continuité absolue. Les deux portions 1 et 2 du milieu se comportent 
comme deux corps dilTérents et glissent l'une sur l'autre en restant cons- 
tamment en contact. 

Ce sont précisément les conditions où nous nous étions placés au n^OO. 
Ainsi que nous l'avons dit en cet endroit, si la vitesse, l'accélération, etc. 
sont discontinues, leurs discontinuités ne peuvent pas être quelconques. 
Il est aisé de trouver les conditions auxquelles elles doivent satisfaire (en 
admettant toujours, comme nous l'avons dit au n^ 40, que les deux milieux 
partiels 1 et 2 restent en contact et ne se séparent point). 

Soit, en effet, S la surface de disconiinuhé considérée dans Vétal actuel^ 
et soit 

(45) ? [x, y, z,t) = Q 

l'équation de S. Une particule, tant de la région 1 que de la région 2, qui 
appartient à cette surface à un moment quelconque ne cessera pas (n° 48) 
d'en faire partie. On aura donc 

ôcp 8.r ^o Zy î^îp *^z ôçp ^ 

^' o7 "*" i\y 57" "*" iû o7 "*" c^ "" 

Soient {Xiy y^, c^i'i, (or,, y^, z,^ les particules situées, à l'instant t, au môme 
point (a?, ?/, z) de S et qui font partie, Tune de la portion 1, Tautre de la 
portion 2 du milieu. On pourra, dans l'équation précédente, remplacer 
X, v, z par j?,, 2/i. z^ et aussi par x^, y^, z^. En retranchant membre à 
membre les deux relations ainsi obtenues, il vient 

(«1 2[I]+5[Î]+S[5]=»- 

Ainsi la vai^iation hi^usque de vitesse est un segment tangent à S. 
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Il peut arriver, à un instant particulier, que 14^ h 3/ ' 1 J 1 ^^'^"^ 

nuls. Alors, à son tour, la variation d* accélérât ion (si elle n'est pas nulle) 
est tangente à S. C^est ce que l'on voit en différenciant deux fois l'équation 
(45), ce qui donne 

( "^ îT^ "^ .^^ 0? "^ «V/ 5^ "*" .^ 0/"^ ~ " 

OÙ tout est continu, sauf les termes 

ï^W'^c^ li^ "*" fvy o?2 ' 

L'ensemble de ceux-ci ne saurait donc varier par la discontinuité. 

Si l'accélération elle-même était continue, une conclusion analogue à la 
précédente aurait lieu pour l'accélération du troisième ordre; et ainsi de 
suite. 

Remarquons encore qu aucune des dérivées de a?, y, z n est discontinue 
lorsqu'on la considère cotnme fonction du temps, a, ô, c restant fixes; 
car alors le point (a, 6, c) fait partie soit de la région i, soit de la région 2, 
et dans chacune de celles-ci, tout est continu. 

05. Cas des oncles. — Contrairement aux premières, les disconti- 
nuités qui se pro|)agent ne donnent jamais lieu à des discontinuités ab- 
solues. En effet, deux molécules infiniment voisines à un instant donné 
ne peuvent cesser d'être telles que par le passage de la discontinuité. Mais 
comme ce passage n'a lieu que pendant un temps inCnîment petit, leurs 
positions ne seront altérées qu'in Uniment peu pendant ce temps. 

Contrairement au cas des discontinuités stationnaires, les dérivées qui 
seront discontinues le seront par rapport au temps. Car une molécule déter- 
minée quelconque passera d'une des deux régions à l'autre au moment où 
elle sera atteinte par Tonde. 

Enfin, s'il y a compatibilité, il n'arrivera pas, comme dans le cas des 
discontinuités station naires, que les dérivées d'indice soient discontinues 
à l'exclusion des autres dérivées du môme ordre. Bien au contraire, nous 
allons voir que toutes celles-ci varieront en munie temps. 

90* — Occupons-nous donc d'exprimer qu'il y a compatibilité, au sens du 
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n° 02 : que les deux régions i et 2, dans chacune desquelles le mouvement 
sera continu, sont séparées par une surface dont la position varie avec le 
temps, mais qui est unique à chaque instant» et dont nous désignons 
l'équation par 

(44) /(a,ô,c, = 

A cet effet, il nous sera commode d'utiliser le langage de la géométrie à 
quatre dimensions en considérant a, b, c, t comme les coordonnées d'un 
point dans un espace à quatre dimensions E^. 

Dans cette conception, l'espace ordinaire [lieu du point (a, by c)] consi- 
déré à l'instant t doit être regardé comme la section de l'espace E^ par la 
multiplicité t = const. 

L'équation (44) représentera une multiplicité triplement étendue S^ dont 
la section par ^ = const. donnera la surface de discontinuité S^à l'instante. 
IjSl multiplicité S^ divisera E^ en deux régions 1 et 2 engendrées respecti- 
vement, lorsque le temps varie, par les régions 1 et 2 précédemment con- 
sidérées de l'espace ordinaire. 

L'hypothèse précédemment faite (n" 70-71) consiste en ceci que les 
quantités sur lesquelles nous opéions et leurs dérivées sont continues en 
dehors de So ^^ ^^^ So môme, tout en pouvant être discontinues au passage 
deS^. 

07. — Cela étant, nous appliquerons la méthode du n^ 73, non plus à la 
surface S^, mais à la multiplicité S^. Soit ^ une fonction continue sur 
cette multiplicité, mais dont les dérivées soient discontinues (toujours dans 
les conditions indiquées aux n*'' 70-7 1). On verra, comme précédemment 
que l'on doit avoir 

<«) [ë]''«+[s]'«-[lî]*+[5]'« = »- 

moyennant l'équation différentielle de la multiplicité S^, laquelle s'écrira, 

cette fois, 

(49) fada -{-fbdb-^- f^dc -4- f^di = 

ft désignant la dérivée -1 , Les équations (34) peuvent donc être complétées: 
on peut écrire 

«» Di]^'.=B]^A=pi].A=[g:.. 
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Si, maînteDant, on suppose également que les dérivés de * jusqu'à 
Tordre n sont continues, on aura, au lieu des proportions (35), 

lesquelles, comme précédemment, pourront se résumer dans Tideniité 
(par rapport à da^ dh^ de, dt) 

= lifada -h fodb -+■ fcdc -h ftdty 
X étant la valeur commune des rapports (51) 

08* — Supposons, comme nous en avons convenu au n* 80, que les 
dérivées fa, fb* fc sout respectivement égales aux cosinus directeurs a, p, y 
de la normale à la surface Sq représentée à l'instant t par Téquation (44) : 
/ représentant (aux infiniment petits du second ordre près) la distance nor- 
male d'un point à cette surface, mesurée sur Vétat initial adopté, et 
comptée comme positive dans la région 2. 

Soient alors /^ (a, 6, c) le premier membre de Téquation de S^, c'est-à- 
dire la fonction /*dans laquelle on ne fera pas varier t ; S'o, la surface ana* 
logue à Sq correspondant à l'instant t + dt, La distance normale dn d'un 
point de S'q àS^ (comptée comme positive dans la région 2 et comme néga- 
tive dans la région 1) sera évidemment égale à la valeur de /g, ou, ce qui 
revient au même, de df^^, soit 

dn = df^ = fada -^ fu db -{- fe de = -- ftdU 

fin 

La quantité ^ est la vitesse de propagation de l'onde, mesurée sur 

l'état initial considéré. Nous la désignerons par la lettre ; de sorte qu'on 
aura 

(52) 0=-/,. 

Elle est positive ou négative, suivant que la propagation se fait de la 
région 1 vers la région 2 ou en sens inverse. 

Si / représente le premier membre de l'équation de ^^ prise sous une 
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forme quelconque, il faudra, pour obtenir les cosinus directeurs a, p, f , 
diviser les coefficients de (49) par //*«* -H A* -^ fr^- On aura donc alors 

(52') 6 = 'j=^^=Ù= 

le radical étant toujours pris avec le signe de /dans la région 2. 

00. — GrÂce à la présence de ce radical, la vitesse 6 dépend du choix de 
l'état initial et, lorsque Ton change celui-ci, elle est altérée évidemment 
dans le même rapport que les distances normales à la surface de discon- 
tinuité. 

Comme précédemment, nous prendrons le plus souvent, pour état 
initial, Tétat actuel à Tinstant considéré, en spéciGant, dans le cas du 
premier ordre, qu^il s*agil de l'état de la région 1. 

100. — En même temps que la vitesse de propagation, on peut avoir à 
introduire la vitesse de déplacement de Tonde, c'est-à-dire la vitesse avec 
laquelle se meut la surface de discontinuité considérée dans tespace 
actuel. 

Soient 

(45) ? (a?, y, z,t) = (S 

l'équation de celte surface (<p étant la valeur que prend / lorsqu'on rem- 
place a, 2>, c par leurs valeurs tir'^eri des équations (i'j); S, sa position à 
Pinstanl t\ S', sa position à l'instant t + dt, La vitesse de déplacement, 
que nous désignerons par T, sera le quotient par dt de la distance normale 
des surfaces S, S' (avec la même convention de signe que tout à l'heure). 
Le raisonnement présenté ci-dessus donne évidemment pour valeur de 
cette vitesse 

(58) T = ''' 



\/(S)"-©'-(2r 

La vitesse T est distincte de la vitesse de propagation, même lorsque 
celle-ci est comptée sur un élat initial identique à Tétai actuel à Tinstanl /. 
Dans ce cas, en effet, S^ coïncide avec S ; mais S'q ne coïncide pas avec S'. 
S'^ est le lieu des positions qu'occupent, à Tinstant f, les particules qui, à 
l'instant t -h dt, forment la surface S'. 
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Il est d'ailleurs aisé de trouver la relation qui existe entre les deux vi- 
tesses. Supposons, en effet, pour simplîGer, / choisi de manière à ce que 
/at /il A soient égaux aux cosinus directeurs a, p, y de la normale à S, 
(c'est-à-dire à S) 

Ces cosinus directeurs seront aussi éiraux à -2 , 7^ , -^ à Tinstant t, puîs- 

^ ^>x Nj c^z 

qu'alors x, y, z ne sont autres que a, ^, c. On aura = — /, et T = — ^' • 
Or ç n'est autre que /, exprimée à l'aide des variables a?, y, Zy t et, par 
conséquent, -5 n'est autre que la dérivée -^, liée à J^ = ft par 'a rela- 
tion (18). On a donc 
(54) T = -(^,-„g-.;j-.g) = OH-.« 

Vn désignant la composante normale à S, de la vitesse (u, r, w) au point 
et à rinstaut considérés. 

On arriverait d'ailleurs au même résultat en appliquant le théorème de 
la composition des mouvements. Le mouvement de S dans l'espace peut en 
effet être considéré comme résultant : 1° de son mouvement relatif par rapport 
au milieu, lequel, s'il agissait seul pendant le temps dt, amènerait S à la 
position S'^ et qui n'est autre que la propagation de l'onde; 2° de son 
mouvement d'entraînement, qui est le mouvement mémo du milieu. La 
vitesse normale T est donc la somme des vitesses normales de ces deux 
mouvements, lesquelles sont précisément et t;„, 

100^". — Les formules (5^'), (53) sont d'ailleurs susceptibles d'une 
interprétation géométrique qui nous apparaîtra plus clairement si nous 
considérons d'abord des mouvements à deux dimensions.. 

Envisageons un mouveinenl ayant lieu dans un plan, de sorte qu'il n'y 
ait que deux coordonnées initiales a, b et deux coordonnées actuelles x, y. 
Les discontinuités que nous ronsi'lérons auront alors lieu suivant des 
courbes dont la position, à un instant quelconque t^, sera représentée, 
sur l'état initial, par S^ {fig. 7). 

Nous pourrons prendre comme troisième coordonnée le temps t, 
l'axe des t étant pris vertical et les coordonnées horizontales étant a, b. La 
multiplicité So Q"» représente la marche do Tonde suivant une convention 
analogue à celle du n'^OO, sera ici une surface (fi(/, 7) |dont la section S'^, 
par un plan horizontal quelconque / =^ t' donnt^ra la nouvelle position de 
Tonde à l'instant correspondant. Il ue restera plus qu'à représenter cette 
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courbe sur le même plan où est figuré S^,, ce qui se fera évidemment en la 

projetant horizontalement sur ce plan en s'^ {fig. 7). 

Si i' est inGniment voisin 
de t^y le déplacement normal dn 
de Tonde sera figuré par la dis- 
tance normale Mm' (fig. 7) des 
courbes S©, sf^. Comme d'ail- 
leurs dt n*e8t autre que la dis- 
tance du point m! au point M' 
de S'o dont il est la projection, 
on voit que la vitesse de pro- 




Fig. 7 



dn 



w'M 



pagaiion ^ n'est autre que la limite de -f^, , c'est-à-dire qu^e Vinverse de 

la pente de la surface S^ par rapport au plan horizontal (ou que la co- 
tangente de l'angle que font cette surface et ce plan]. 

Or les formules de la Géométrie analytique donnent précisément, pour la 
quantité ainsi obtenue, une expression tout analogue à (52'). 

Si Ton avait pris comme coordonnées horizontales les coordonnées 
actuelles a?, y, c'est-à-dire si Ton avait «construit non plus So» ™**s S, l'in- 
verse de la pente de cette dernière aurait donné la vitesse de déplacement 
sous une forme analogue à (53). 

Il est clair que ces considérations s*étendent d'elles-mêmes aux mouve- 
ments dans l'espace, sans autre difficulté que l'introduction de la géométrie 
à quatre dimensions, et qu'on retrouve ainsi les formules (52'), (53) telles 
que nous les avons écrites. 

Il nous arrivera, dans la suite, d'employer les figures relatives aux mou- 
vements plans (telles que la fig, 7) pour représenter les raisonnements 
que nous ferons sur les mouvements dans l'espace (de sorte que, parlant, 
dans le texte, d'une surface S^^f nous tracerons sur la figure une courbe S^; 
et ainsi de suite). 

101. — Comme précédemment, nous traiterons à part les discontinuités 
du premier et du second ordre. 

Pour le premier ordre, x est continu, mais non ses dérivées : nous écri- 
rons donc (n<> 97). 

La valeur commune des trois premiers rapports étant X (dans le système 
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00? 



de notations du n** 77] pendant que la variation de -^ est désignée par X^, 
il vient 

(66) ^1 = - ôX. 

De même 

(55') { 

Ainsi, les deux segments (X, ji, v), (X^, (Xj, v^) ont la tnéme direction. 
Leur rapport est égal au signe près à la vitesse de propagation 6. 

102. — Cette relation subsiste quel que soit l'état initial adopté, mais 
pendant que X^, {i^, V| seront indépendants de cet état initial, le choix de 
celui-ci influera au contraire sur X, (ji, v et 0. Si Ton choisit Tétat actuel de 
la région i ou celui de la région 2, la quantité 6 aura, ici, deux valeurs en 
général diiïérentes 6^ et 6, dont le rapport est égal à la dilatation normale 
i -4- X« -4- fip -+- vY. 

En raison de cette circonstance, il y a souvent avantage à introduire, 
pour une discontinuité du premier ordre, la vitesse de déplacement T, 
laquelle est indépendante du choix de l'état initial. Cette vitesse est liée 
à Oj et à 6, par la formule (54), dans laquelle t;„ qui est, en général, affecté 
par la discontinuité, a deux valeurs différentes i\n et t^^n* On a 

(56) T = 0, -h ri„ = e, -h v,n 

103. — Soit maintenant une discontinuité du second ordre. Notre 
lem me, appliqué à laquantité x qui est continue ainsi que ses dérivées pre- 
mières, nous donne 

Or le^rapport I ^^ h ^t^» ainsi que tous les rapports analogues relatifs 
aux dérivées d'indice zéro, est égal à X (n® 85). De môme, nous avons posé 
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X, 


Donc 








(57) 




^=è-.- 




Comme on a pareillement 






(57') 


\ 


^ = =^^9 = 
-£V 





les troi^ segments (X, ji, v), (X,, fi,, v,), (Xg, fi^, vj «on/ de mêtne direction 
et en progressicyn géométrique^ la raison de cette progression étant — 6 
Iw-es proportions précédentes peuvent d'ailleurs s'écrire 

~ X (ac?a 4- ^db -+- -(de — 6rf/)^ 

([è]"^ + [al] ■» + [rJ * + [!,]■")'!' 

= ji (aû?rt -h Prfô H- 7rfc — Mty, 

= V (ac?a H- p£;6 -h 7c?c — Uty. 

Ces considérations se généralisent d'elles-mêmes. Pour n quelconque, 
/es n H- 1 segments (X, fi, v), (X^, ji,, v,).., (X„, fi„, v„) ont la môme direc^ 
tion et forment une progressioii géométrique dont la raison est égale^ au 
signe 'près, à la vitesse de propagation : on a 

i ^ X, = ^^ ^^ 



(-0)' (~0)" 



V = --''L -- = J^— == . rm - 



V„ 



(-0)'* (-0)« 

Ces relations sont vraies, pour tout choix de Tétat initial, bien que celui- 
ci influe sur les valeurs des quantités qui y Ggurent. Bien entendu, pour 
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les ordres supérieurs à l'unité, il est inutile, lorsqu*on prend pour état 
initial Tétat actuel, do spécifier s'il s'agit de Télat 1 ou de Tétat 2. Si on 
intervertissait Tordre des deux régionsii, subirait un simple changement 
de signe. 

t04. — Le cas des discontinuités station naires correspond évidemment 
à = 0. Or si, dans les formules (58), on annule 0, il vient X/^ = fji/^=v/,--0 
(pour/i > I), On retombe donc bien sur le résultat obtenu au n" Ulï : 
Dans une discontinuité siationnaire d'ordre n, les seules dérivées d^ordre 
n qui soient discontinues sont d'indice zéro, 

lOo. — Le cas où les relations (58) sont vérifiées semble au premier 
abord beaucoup plus particulier que celui où les segments (Xy^, \Xf^, v^^) sont 
quelconques. Cependant, il résulte de ce qui précède que la compatibilité 
doit être regardée comme la règle, et le cas contraire comme Texception. 
Siy en elTet, il n'y a pas compatibilité, la surface de discontinuité ne peut 
pas rester unique, elle se dédouble tout au moins en deux feuillets qui 
étaient séparés avant l'instant t et le sont de nouveau après. La disconti- 
nuité sans compatibilité qui existe à Tinstant t doit donc être regardée 
comme étant en réalité la superposition de deux ou plusieurs autres dont 
les surfaces d'onde coïncident momentanément (*). On ne saurait supposer 
que l'absence de compatibilitt'î ait lieu une infinité' de fuis dans un inter- 
valle de temps Gni, car alors les surfaces de discontinuité, se dédoublant 
une infinité de fois, ne seraient pas isolées. 

flOG. — Il y a donc lieu, dorénavant, d'admettre, sauf indication con- 
traire, que les n + 1 segments ont entre eux les relations (58). Il en 
résulte, en particulier, (\\ïune discontinuité est eîitièrement définie, en 
chaque point de la surface (ronde, par un segment : le segment (À, ji, v^ 
qui correspond aux dérivées d'indice 0, et un nombre : la vitesse de propa- 
gation. 

lOT. — Ce segment et ce nombre peuvent d'ailleurs être quelconques : 
autrement dit, les équations (58; donnent bien, cette fois, toutes les rcla- 



(<) Un tel fait est d'ailleurs tout h luit exceptionnel : lorsque deux discontinuités 
M propagent indépendamment Tune de l'autre, elles ne se rencontrent, en général, 
que suivant une ligne, sans que lc«« surfaces d'onde coïncident à aucun moment. 
(Voir chap. vu). 



iiO CHAPITRE II 

tions qui existent, dans une discontinuité d'ordre n, entre les variations 
des dérivées de cet ordre» lorsqu'on ne connaît rien sur la nature dynamique 
du mouvement. 

Donnons nous, en effet, arbitrairement l'équation (44) de Sg : nous 
pourrons évidemment la choisir de manière qu'à un instant déterminé, 
So ait une position donnée et une valeur donnée en chaque point. Don- 
nons-nous aussi arbitrairement, en tout point de S^ et même de So< ^^ 
segment (X, (ji, v). Soient enQn X, Y, Z des fonctions de a, b, e, t continues 
ainsi que leurs dérivées de tous les ordres. Les équations 

a? = X, y = Y, z = Z, dans la région 1 

^ ' ] y = Y H- fjL ^ ' ^ J] ^ f dans la région 2 



, [ /(g, h c, t)r 



déûnissent un mouvement (et non plus seulement un système de vitesses 
et d'accélérations, comme au n^ 80) présentant une discontinuité d'ordre n 
dont les éléments sont bien ceux que nous nous étions donnés. 

Nous voyons bien d'ailleurs pourquoi le mouvement ainsi déGni ne cesse 
pas de vérifier les hypothèses générales des n^' 44-46, quoi qu'il ne 
satisfasse pas aux conditions du n° 00. La raison en est la même que celle 
pour laquelle, comme nous l'avons vu au n^ 05, les discontinuités qui se 
propagent ne donnent pas lieu à des discontinuités absolues. La continuité 
des vitesses ou des accélérations cesse, pour une particule quelconque, au 
moment où elle est atteinte par l'onde; mais elle ne cesse que pendant un 
temps infiniment petit et se rétablit ensuite, de sorte que la continuité 
du mouvement n'en est pas troublée. 

108. — Dans le cas où il n'y a pas compatibilité, la discontinuité 
d'ordre n se divise, en général, en discontinuités partielles qui sont égale- 
ment d'ordre n (les segments (X^^, ^k^, v;^) relatifs à celles-ci ayant, pour 
chaque valeur de h, une somme géométrique égale au segment analogue 
correspondant à la discontinuité primitive). 

Mais il est à remarquer que d'autres hypothèses sont possibles. Par 
exemple, une discontinuité d'ordre n peut se dédoubler en discontinuités 
d'ordre 5t/pmet/r à n : une discontinuité qui porte sur les vitesses peut 
être remplacée par deux autres qui ne portent que sur les accélérations. 
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Pour nous eo rendre compte, considérons, pour simplifier, un mouve- 
ment effectué suivant l'axe des abscisses, chaque point de l'état initial étant 
défini par une seule coordonnée a et sa position 
actuelle, par une seule coordonnée x, La variation 
de a; en fonction de a et de < pourra alors être repré- 
sentée par une surface. 

Supposons que cette surface se compose de deux 
demi-plans formant un dièdre : nous aurons ainsi p[g^ ^ 

une discontinuité du premier ordre. 

Par un point S de Taréte du dièdre (correspondant à une valeur a^ de a 
et à une valeur /^ de ^), menons deux droites SA, SB, dans les deux faces 
(fig, 8) et relions ces deux droites par une nappe conique tangente, suivant 
ces deux génératrices^ aux deux faces du dièdre. Nous pourrons alors sup- 
primer les portions de celles- ci comprises entre les deux droites et la portion 
de Taréte (fiff. 8) qui correspond a l^ t^, pour les remplacer par la nappe 
conique, et nous aurons ainsi un mouvement présentant, pour t = t^, une 
discontinuité d'ordre 1 et, pour t > t^, deux discontinuités d'ordre 2. 

100. — Revenant au cas de la compatibilité^ nous allons nous proposer 
de calculer les variations subies par les principaux éléments considérés 
dans la première partie de ce chapitre. 

Densité. — Pour l'étude de la densité, nous supposerons qu'on a pris 
l'état actuel pour état initial. 

Considérons d'abord une onde du premier ordre : nous savons que la 
déformation de l'état 2 par rapport à l'état 1 appartient à la catégorie 
étudiée au n** 50, et nous avons appris à évaluerla dilatation normale, égale 

au rapport ^ des densités. Cette dilatation s'obtient en ajoutant l'unité 

à la composante normale Xa + fxp + vy de la discontinuité (*), supposée 
rapportée à Tétat 1 du milieu : ainsi on a 

(60) Pi = i -f- Xa 4- jip -I- VY. 

Cette expression peut se transformer de diverses manières en ayant égard 
aux relations indiquées aux n""' 101-102. Tout d'abord, en multipliant 



(0 C'est-à-dire du segment qui, joint au nombre 6, délinit la discontinuité, ainsi 
qoe nooi venons de le voir. 
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la composante normale de la discontinuité par — 6, nous obtiendrons celle 
' de la variation de vitesse. Donc 

(61) ei = i_[^]. 

Dans cette formule, r„ désigne la composante normale de la vitesse et 6 
doit recevoir la valeur ôj. On obtiendra évidemment la même valeur 

pour ^* en changeant le signe de [t?„] el remplaçant 6^ par 6,, ^ par ^ : 

C*est ce que Ton vérifierait sans difficulté à l'aide des relations précédem- 
ment établies (n** 84). 

D*autre part, nous avons vu que la dilatation normale est égale au 
rapport des deux vitesses 0^ et 0^. Si nous tirons celles-ci de la double 
égalité (56), il vient 

(68) ^i-?.-T-,. 

OU si Ton veut 



"i 




(61') Ei_i = =J!VI = -lHn]. 

fl flO. On démontrerait directement le même fait en considérant la portion 

d espace comprise à finti^rieur d'un petit 
cylindre dont les deux bases G, G' sont 
respectivement situées dans deux posi- 
^^ tions successives S, S' (/?(/. 9), occupées 
par la surface d'onde aux instants t et 
Fîjr Q Jf + rf^ et dont le volume est GTrf^ 

Cette portion d'espace passe (*) de 
rétat 2 à Fétat 1 pendant le temps di. 

Or, le volume entrant par la face G, sous l'état 1, a pour expression Cï;„off 
et le volume sortant par la face G', sous l'état 2, est égal à Zv^JLt, Quant au 
volume entrant ou sortant par les faces latérales, il est négligeable, si nous 

supposons, comme nous avons le droit de le faire, que le rapport -g soit inflnî- 
ment petit. 

En écrivant que le volume de la partie restante varie dans un rapport 
inverse de celui des densités, on retombera sur la relation (62). 



(1) Nous supposons, pour fixer les idées, la vitesse positive, ainsi que Vi», Oj"* 
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fil. — Dans les disconlinuîlés d'ordre supérieur, la variation brusque 
ne porte pas sur la densité elle-même, mais seulement sur ses dérivées 

d'ordre n — 1 (si l'onde considérée est d'ordre n). La quantité log ^ étant 

continue ainsi que ses dérivées jusqu'à Tordre n — 2 inclusivement, il 
existera un nombre x tel que Ton ait 

(63) a n-ilogy I ^ ^^ p, ^, ^_ Qj,^ 

Pour évaluer x, nous pourrons nous borner à considérer les dérivées 
d'indice zéro. Si nous prenons pour état initial celui de la région 1, la quan- 
tité log ^ sera identiquement nulle dans cette région. Mais d'autre part, la 
déformation de la région 2 par rapport à la région 1 ayant les propriétés 

o'»~* lo*' - 
étudiées au n® 59, la valeur de ° p dans la région 2 sera donnée 

ùcw U9 ôc'* 
par la formule (17). On a donc 



(64) X = Xa -h |jLp -t- vy. 

Comme po est, en général, continu ainsi c 
avons ainsi la variation des dérivées de log 



Comme po est, en général, continu ainsi que toutes ses dérivées, nous 

p' 

11 1*»^*. — On pourrait d'ailleurs partir également des dérivées d'indice 
non nul en utilisant la formule (20). Pour 7i = 2, celle«ci donne 



i.H)= 



bu M? M<? 

j 1 

c\» ôy i>z 



_ j , . ,, . OU ov om; .0*2? . oh/ . o«^ 

Le second membre peut s écrire i? — h ^ 4- -k- = ^n-v, -+- ^, ■+■ T:Ti 

'^ oa 00 oc oaot obot ocoi 

si a, 6, c coïncident avec a?, y, z Q) : on retombe donc bien sur la formule 

(64). On généraliserait d'ailleurs au cas de n quelconque en différenciant 

un nombre de fois suffisant la formule (20). 

Si Ton voulait le changement de densité, la discontinuité étant rapportée 



(i) Cette transformation est applicable dans les deux régions, quoique Tétat initial 
soit celui de la région 1, grâce à ce fait qu'elle n'introduit qu'une difïérentiation 
par rapport à a, 6, c. 

Hadamaao s 
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à UD élat initial quelconque, il faudrait bien entendu, transformer les for- 
mules que nous venons de trouver, à Taide des principes précédemment 
établis. 

fl tS. — Composantes de déformation. — Plus généralement, cherchons 
rinfluence d'une discontinuité sur les composante de déformation (7) 
(n° «SI). Nous allons, cette fois, ne faire aucune hypothèse sur le choix de 
Tétat initial. 

Soient encore x\ y\ z' les coordonnées correspondant à Tétat de la 
région 1 prolongé dans la région 2. Prenons d'abord n = 1 : on aura, aux 
infiniment petits du second ordre près, 

et par conséquent 

dx' -h dy^ 4- dz^ = {dx' 4- Uff h- {dy' -t- \LdfY -V- {dz' -+- vd/)» 

= dx'' H- di/^ -t- dz'^ 4- 2df{ldx' -h [idy' -f- vds') 

-h (X* -h fi» 4- V*) c//- 
= dt'' 4- dy'^ -f- dz'' 

4- 2{f„da 4- fbdb 4- fcdc) (Idx' 4- yidy' 4- ^dz') 
4- (X^ 4- I^^ 4- v«) (fada 4- fidb 4- fcdcY. 

Les variations subies par les composantes de déformation sont donc les 
demi coefficients du polynôme 

2 {fada 4- fbdb 4- fcdc) (Idx' 4- yidy' 4- vdx) 



^®^^ l 4- (X^ 4- IA« 4- v«) ifja 4- Ae/6 4- /;e^c).« 

113. — Mais les résultats prennent ici une forme beaucoup glus simple 
pour 71 ^ 1. Co ne sont plus alors les composantes de déformation, mais 
leurs dérivées d'ordre n — 1 qui sont discontinues. Prenons toujours le 
cas le plus important, celui de n = 2, dans lequel 



X 


= 


x' 


-f- 


2 


y 


— 


y' 


4- 


¥ 






^1 




£ 



d'où 

(66) \ dy = dij + v^fdf 



l dx = dji/ -^ 't^fdf 
j drj = dij + v.fdf 
{ dz = ds' + '>fdf 
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en négligeant des ternies qui contiennent f^ en facteur. La simplification 
résulte de ce que, en élevant au carré et ajoutant, on peut négliger les 
carrés de V^/» ^f^^f* "*f^f • ^^ obtient : 

dx^ -H dy^ -h dz^ = dx'^ -h rfi/^ 4- dz'^- 4- 2fdf{\dx' -^ \^llJ h- ^dz') 

de sorte que les variations de e^, s,, e^, 7^ Ys» ïs ^^^^^ ^^^ coefficients du 
polynôme quadratique fdf Çkdx/ -^ [J-dt/ H- vrf-?'). 

Désignons, comme au n^ 47, par a,, &p c^ ; a,, ^^r ^2 ^ ^a» ^s* ^a '^ d^' 
rivées premières de x, 2/, ^ par rapport ji a, ^, c : ces dérivées coïncident 
avec celles de a/, y, ^' en tout point de la surface d'onde, puisque la dis* 
continuité est du second ordre, et Ton a 

(67) Mœ^ -H v^dt/ -H ^dz' = Lda -+- hldb -\- Ndc 

avec 

(67') L = Xttj -h lia, -H vflTg, M == Xftt -+- ^b^ -4- vôg, N = Xcj -f- \ic^ -h vCj. 

rf/ étant égal à /"«da -h /ic?6 -h f,.dc, les quantités dont varient e^, e^, e,, 
Yi« Yi> Ï3 ^^^^ '® passage de Tétat i prolongé à l'état 2, sont (toujours aux 
termes près de Tordre de f^) 

^'^^^ ^ /-.(M/; -h N/;), /(N/«4-L/.), /-(LA -H MA), 

EnCn, /"étant nul sur S^ et ayant pour dérivées partielles A, /i, /ô, on 
obtient 

[1} ^- =[&]/•'= [s} ^= >■/■■ 

[1] A. = &]■/■. = [&] A=V. 

[l]/-=[&]/-.=[l}/;='V. 

[ï'}a= M /'•=[%}':='«•/■.-<-'-/•. 



i«9) 
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résultat que l'on vérifierait, bien entendu, sans difficulté à Taide des for- 
mules (40), (40'). 
Si la discontinuité était d'ordre n, il faudrait, dans les formules (66) et, 

par conséquent, dans les formules (68), remplacer /^par /__. ^ , et les 
formules (69) seraient remplacées par 



Nous n'avons écrit que les formules relatives aux dérivées par rapport 
à a, 6, c ; mais nous pouvons évidemment en déduire les variations de 
toutes les autres dérivées d*ordre n — 1, le lemme du n<* 97 étant appli- 
cable à El, ej, 63, Yi, Ta, Ts- 

On pourrait, des formules précédentes, déduire la variation de la densité 
(dans le cas du premier ordre) ou de ses dérivées, puisque la dilatation est 
une fonction des composantes de déformation. 

113^". -— Même lorsque la discontinuité est du premier ordre, le résul- 
tat est tout semblable à celui que nous venons d'écrire, si cette discontinuité 
est très petite, de manière qu'on puisse négliger les carrés de X, {ji, v. Le 
polynôme (65) se réduit alors à sa partie linéaire par rapport à ces trois 
quantités et il vient (en tenant compte de (67)) 

,gQ. \ [^i] = L/i. LeJ = MA. i;e3] = N/;, 

^ ^ \ Cït] = M/; -h N/i, [y,] = N/L + Uc. [T3] = L/i -^ Wa^ 

1 14« Rotation moléculaire. — Soit une discontinuité du second ordre : 
prenons pour état initial l'état actuel en supposant toujours que /i„ /*&, fc 
sont égaux aux cosinus directeurs a, p, 7 de la normale à l'onde. Les 
composantes 

! /^w ^\ 

^ 2 \cû c<c) 
^ 1 /^v_ ^u\ 

^' — âVô^ kl 

de la rotation moléculaire s'écrivent ici 
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Sa variation sera donc d'après nos formules 

(70) [p] = 5(^^_v?), [^] = ^ (va - Xy), M = 2W-!-«)- 

L*interprélation géométrique de ces expressions est bien connue : si l'on 
mène, avec le point considéré comme origine, le segment (X, |jl, v) qui 
caractérise la discontinuité et d'autre part, un segment normal à l'onde et 

A 

de grandeur ^ , la variation de rotation moléculaire est égale au moment 

d'un de ces segments par rapport à V extrémité de Vautre. 

Ou, si l'on veut, la variation de rotation moléculaire s'obtient en fai- 
sani tourner d*un angle droit, dans le plan tangent à fonde la projec- 

tion du segment (X, [jl, v) sur ce plan, et la multipliant par-^' 

On voit que la variation de rotation moléculaire est toujours un 
segment tangent à la surface de discontinuité. 

Il est clair qu'on écrirait sans dirficuUé des formules analogues à (70), 
pour les variations des dérivées dep, g, r dans les discontinuités d'ordre 
supérieur à 2. 

115. — La direction d'une discontinuité est celle du segment (X, [i, v) 
qui la caractérise, direction que nous savons être aussi celle des segments 

^1» [Al, V,j, ... (X„, |X„, v„). 

Si cette direction est normale à la surface d'onde S, considérée dans 
Vétat actuel, la discontinuité sera dite longitudinale ; si elle lui est tangente, 
la discontinuité sera dite transversale. 

Il résulte des formules obtenues ci-dessus qu't^Ti^ discontinuité longitu- 
dinale est sans influence sur la rotation moléculaire et qu'wn^ disconti^ 
nuité transversale est sans influence sur la densité, 

116. Signe d'une discontinuité. — Etant donnée une discontinuité 
d'ordre quelconque ayant lieu à Tinstant t, imaginons qu'à partir de cet 
instant, chaque molécule continue à se mouvoir avec la même vitesse et la 
même accélération initiales, autrement dit, qu'on rende ces vitesses et 
ces accélérations continues par rapport au temps. 

Comme il a été remarqué au n^[00^ le mouvement fictif ainsi obtenu 
ne vérifierait plus, en général, les hypothèses énoncées aux n®" 44-46. 
Ou bien les deux milieux partiels 1 et 2 pénétreraient l'un dans l'autre ; ou 
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bien, au contraire, ils s'écarleraieot Tun de Tautre el œaseraient d'être 
contigus. 

Dans le premier cas, la discontinuité considérée sera dite positive ou 
comprimante ; dans le second, négative ou dilatante. 

D'après cette déGnition, le signe d'une discontinuité n*est pas modifié 
lorsqu'on intervertit le« n!»les des deux régions qu'elle sépare. 11 changerait 
si Ton renversait le mouvement, c est-à-dire si l'on substituait les instants 
antérieurs aux instants postérieurs et inversement (ce qui revient à changer 
le signe de / dans les équations du mouvement . 

Il est évident, diaprés ce que nous avons dit au n* 04, que le signe en 
question est lié au sens de la différence qui existe entre les deux valeurs 
de la composante normale de la vitesse ou de Tune des accélérations suc- 
cessives. Pour obtenir la forme exactede cette relation, il suffit de reprendre 
les raisonnements présentés on cetendroi*. 

Soient S, la surface limite du milieu 1 Juquelle coïncide à Tinslant 
donné t^ avec la surface de discontinuité S dans notre mouvement fictif, 
(cc^^ ^j, C|) un quelconque de ses points ; 

;7i) ?(j^ny,.^i, r =<^ 

son équation. 

Convenons, pour fixer les idées, que le milieu 1 sera situé, par rapport à 
cette surface^ du côté © <[ 0. 

Soient encore S^ la surface limite du milieu 2 ; (.r^i //<> ^i! celui de ses 
points qui, à Tinstant /q, coïncide avec i.r,, y^, Zi), ce point étant égale- 
ment supposé animé de notre mouvement fictif. Il y aura pénétration des 
deux milieux, si l'on a, pour / = /y -+- c, 

(78) -rC^vy.»-.- 0<0- 

H suffit, pour cela, que la dérivée du premier membre, si elle ne 8*annu!e 
pas pour t = <oi soîl négative. Comme le premier membre de Toqualion (71) 
est supposé identiquement nul^ ceci donne (comparer féquation (46)) 

(") S.[ff]-3[l!]-3[S]|<»- 

Mais o étant supposé négatif du côté de la région I, -^ , -?, ?? ont les 
* 1 1 « ^ occ dy as 

hignes des cosinus directeurs de la normale à S dirigée vers la région 2 : 

done rihégalité (78) exprime que, dam le passage de la région \ à iû 
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région 2, la composante normale de la vitesse augmente d'un segment 
dirigé vers la région 1. 

Si au contraire le changement de composante normale de la vilessé a 
lieu vers la région 2 quand on entre dans celte dernière région, la quantité 
9(^1» tfj» ^»» ^c*** positive à l'instant t^ -4- s, et par conséquent le point 
(^1» Vv ^ù sera extérieur & la nouvelle position occupée par le iitîlleU 1 à 
cet instant. En un mot, la discontinuité sera dilatante. 

Si maintenant, la composante normale de la vitesse restant continue, 
l'inégalité (73) est remplacée par une égalité, il faudra exprimer que la 
dérivée seconde de ^(o?^, y^, z^^ t) est négative. A cet effet, on n*aura, 
comme au n^^ 04, qu'à différentier deux fois Péquation (71) et l'iné- 
galité (72). Dans le cas ou la vitesse elle-même (et non plus seulement sa 
composante normale) est continue, on obtient ainsi évidemment (com- 
parer l'équation (47)), pour une discontinuité comprimante, 

et, pour une discontinuité dilatante, 

à^ fo^jci ^o ravi ^^ fo--! ^ n 

Celles-ci expriment les mômes conditions que tout à l'heure, sauf que la 
vitesse est remplacée par Taccélération. 

Si cette dernière, à son tour, était continue, il suffirait de la remplacer 
par l'accélération du troisième ordre ; et ainsi de suite. 

117. — Les considérations précédentes subsistent (ainsi qu'il nous est 
utile, pour la suite, de le remarquer) qu'il y ait ou non compatibilité. 

11 n'y a, bien entendu, pas lieu de parler des discontinuités slationnaires, 
qui, d'après ce qui précède, ne sont ni comprimantes, ni dilatantes. 

S'il y a compatibilité, on peut donner au résultat une forme un peu 
différente. 

Prenons, pour fixer les idées, le cas du [premier ordre : la différence des 
deux vitesses normales estégalejï — 0, multiplié par la composante nor- 
male du segment (a, ji, vj. Or cette dernière est égale à ';- — i. 

Pi 

Donc, la discontinuité est dilatante ou comprimante, suivant que la pro- 
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pagatioii se fait vers la région la plus dense ou vers la région la moins 
dense. 

Dans une discontinuité du second ordre, ce n'est plus la vitesse, mais 
Taccéléraiion qui est discontinue. De même, si la discontinuité est d'ordre n, 
elle portera seulement sur l'accélération d'ordre n et son signe dépendra par 
conséquent, de celui qu'aura la composante normale du segment (X„, p», v„). 

D'autre part, considérons les dérivées successives de la densité par rapport 
au temps. Les n — 2 premières d'entre elles sont continues : pour la 
n — lème^ on a (n* If 1) 

[Sn-ilogll 

[^ ,>-i J = a« -^ kP + vï) (- e)«-i 

ce qui, d'après les formules (58), peut s'écrire 



fe^]= 



ÎT {K^ -i- f^P -H "^n^). 



La discontinuité sera comprimante si la parenthèse du second membre 
est négative, c'est-à-dire si la propagation se fait vers la région où la 
dérivée n — i^"*^ de la dilatation par rapport au temps est la plus 
grande. 

118. — On peut rattacher aux considérations précédentes certaines 
remarques simples relatives au dédoublement d*une discontinuité. 

Considérons, par exemple, une discontinuité du premier ordre compri- 
mante. Supposons qu'il n'y ait pas compatibilité, mais que le dédoublement 
ait lieu en deux ondes seulement, et que, de plus, ces deux ondes se pro* 
pagent en sens inverses. Il est clair que l'une au moins d'entre elles devra 
être comprimante. Pour celle-ci, la propagation se fera vers la région la 
moins dense et, par conséquent, Vétat intermédiaire qui prendra nais- 
sance entre les deux ondes sera plus condensé que Vun au moins des deux 
premiers. 

Il sera, au contraire, moins condensé que l'un au moins d'entre eux si la 
discontinuité donnée est dilatante. 
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§ 4. —.ÉTUDE DES DISCONTINUITÉS (Suite) 
CONDITIONS DE COMPATIBILITÉ D'ORDRE SUPÉRIEUR 



110. — Nous avons, dans ce qui précède, étudié une discontinuité 
d'ordre n au point de vue de ses effels sur les dérivées d*ordre n. Quelles 
relations cette discontinuité entratne-t-elle entre les variations des dérivées 
d'ordre supérieur à n (en supposant que celles-ci prennent, comme les 
premières, des valeurs déterminées de chaque côté de Tonde) ? 

Ces relations sont notablement plus compliquées que les premières. Nous 
ne les formerons que dans les cas les plus simples. 

Considérons une discontinuité du premier ordre et introduisons les 
dérivées secondes. Nous avons trouvé, pour les conditions qui regardent la 
variable .r 

(88) [|]=V., [||]=>A. [|]=V. 

C*) pf ] = V. 

dont les trois premières proviennent des conditions identiques, la dernière 

des conditions cinématiques de compatibilité. 

Nous supposerons, pour fixer les idées, que /* représente (rigoureusement 

cette fois) la distance du point a, 6, c à S^. Dans ces conditions, nous pou- 

oY oY o»/ ,. . 
vous remarquer que k-V » gT|7» ^-f-]» dérivées par rapport au temps des 

cosinus directeurs de la normale à la surface f=i const. seront connues lors- 
que ft sera donné sur toute cette surface. Il en sera de môme, bien entendu, 
des dérivées secondes de fp&r rapport à a, h, c. Toutes ces quantités seront 
donc connues lorsqu'on donnera S^ et les premiers membres dep équations 
(36), (74). 

Nous composerons avec elles les formes différentielles 

/ /; {da, dh, de) z=z f^da ^ ft db -+- f, de, 

(75) \ h (dn, db, de) = (A da 4- ^ dô + i rfc)V= g(rfa« + 

irAda,dl>,dc)=SÇ^da^ ^-db^'^dc, 
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et nous considérerons égalennenl les formes analogues contenant les varia- 
lions des dérivées de x 



(76; 



/?.(rfa.rf6,./c) = \^ da + [If J rf^ + \^ de. 



Formons d'abord les conditions identiques. Diflérencions deux fois 
Téquation lœ] = const. sur la surface Sq : nous voyons que l'on doit avoir 

moyennant les relations 

(77j /, = /,,da -h /ic?6 4- /, e/c = 

et 

(78) /, 4- fa d'à 4- fu d'b 4- A d^c = 0. 

En vertu des relations (36), ceci revient à dire que Téquation (77) 
entraîne £, — \f^ = 0. 11 faut, pour cela, qu'il existe un polynôme linéaire 
Ae£a + Bdh + Cdc tel que Ton ait, quels que soient da, db, de, 

(79) e, = Vt -+- 2A (Ada + Bdb + Cdc). 
Différencions également sur S^ la première équation (86) : la différen- 



tielle de / est 



oa* oao6 oaoc 2 ofda) 

et de même la différentielle de I <- 1 est « ct^— \« O'ï a donc 

2ô(,;rt)~^'*^^"^5^(rf«)- 
Mais en dérivant par rapport à cffl, l'identité (79), on a puisque A = 0) 



t. 
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la comparaison de ces deux formules donne 

(80) dk = Ada -\- Bdb ~h Cdc (sur S^). 

Les formules (79) et (80), ainsi que les formules analogues relatives 
h y, s (lesquelles introduiraient six autres coefficients auxiliaires analogues 

à A, B, Cl sont les conditions identiques. 

# 

fl20« — Passons aux conditions de compatibilité. Nous devons, à cet 
effet, complélerle calcul précédent, d'une part eh difTéren liant sur S^ et non 
sur Sq, d'autre part en utilisant (74). Différenliant d'abord celte dernière 
sur Sq, il vient 

e\ = /icTA -h X/\ == lf\ -h /, (Ada -h Bdb 4- Cdc], 

Ceci devant avoir lieu pour toutes les valeurs de c/a, db, de qui vérifient 
la condition (77), on a, en introduisant la quantité auxiliaire X' 

I [m] = '«;+*'• + «■ 



'K 



Faisons maintenant varier a, *, c, t sur g^, nous devrons avoir, non 
plus (77), mais 

La première équation (36), différentiée dans ces nouvelles conditions, 
donnera (d'après (81)) 

ié>* {'&*''- '7.) * = /.* + X (J ,^ . ,^,). 

Remplaçons ?, par son expression (79) et tenons compte de (77'), nous 
avons, toutes réductions faites 

(80') Ada -h Bdb -h Cdc -^ l'dt = dl (sur §,). 

Si nous supposons connues les variations brusques des dérivées secondes 
de JT, tout est connu (grâce aux équations (79) et (81)) dans le premier 
membre de (80'), et nous avons par là la variation infinitésimale de X 
lorsque le temps varie* 



I 
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Reprenons enfin l'équation (74^ pour la diiïéren lier sur S^, ce qui donne 
(en tenant compte de (80')) 

^i -h [§1 dt = A [Ada + Bdb -h Cdc 4- l'dt) 4- X (/', 4- |J{ dt\ 

Remplaçons 5', par sa valeur tirée de (81) et tenons compte de (7T) : il 
ne reste que les termes en dt, qui donnent 

Supposant toujours connues les dérivées secondes de x^ cette formule 

nous fait connaître ^^2» c'est-à-dire le mouvement delà surface d'onde aux 

éléments infinitésimaux du troisième ordre près. Mais on aurait également 

K^i par les équations analogues correspondant à y et ^. En égalant entre 

elles les expressions ainsi trouvées, on a deux nouvelles conditions de 
compatibilité. 
Si l'on pose 

(83) ' = {[ia] ''^ -' [â] ''^ + [è] "^^ + [i] ^) ^ 

f F.=-A + V.'rf'-H-s^rf'-- = (!-'« 4-a^rfft +|rfc +|^rf<)V 
l F, = /; + f, dt 

les résultais précédents se résument dans l'identité 

(79') X, = XFj -+- 2F, (Ma + Bdb -h Cdc + \'dl). 

121. Conditions du troisième ordre. — Adjoignons maintenant aux 
formes (75), (76) les suivantes 

•• = (K] "" * [â] " - [y *)"- = M "" - •■■■ 
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Différehlions trois fois, sur Sq, la relation [x] = : il vient 

5. + 2(4i)'""-^.|'f:''''+.é5)'^') 

cela moyennant les équations (77), (78) et 

(84) y^ 2U\^da) i>{db) ^[dc) / 

l -f- f,,d'a 4- fi^d'b -h f.d'c = 0. 

Les diiïérenlielles troisièmes s'éliminent immédiatement par les condi- 
tions (36) : remplaçant ^^ par sa valeur (79)^ nous avons la relation 

C3 = X/3 4- 3/, [Ada 4- Bdb -h Cdc) 

laquelledoit subsister moyennant (77) : autrement dit, nous pouvons écrire 

(85) U = Va -^ 3/-, (Ac/a 4- Bdb -i- Wc) 4- 3^ ^l, 

^i(day db, de) étant une forme quadratique en dà, db, de. 

Pour avoir la signification dcj^^j, considérons Téqualion (79) qui est une 
identité par rapport à o?a, db, de. Changeons y da, db, de en d'uy d'b, d'e^ 
puis diiïérentions sur S^ (sans faire varier d'à, d'b, d'c) : ceci donne 

* l *^^3 - da -^ ---^i^ db -f- - -^='- do\ 
3 l^W'a) "^'^ ^ .v;rfT) ''^ ^ .^(d'e) "^V 

= fi (d'à, d'b, d'e) [Ada -h Bdb 4- Cde) 

4- 2 ^ (cZ'a, d'b, d'e) (dX d'à 4- dB d'b 4- rfC rf'c) 
M^cl'a^^d'b^Cd'e)[0^^d'a-,.^^^^^^ 

Si nous remplaçons Î3 par sa valeur (85), le polynôme /*, {d'à, d'b, de) 
vient en facteur et l'équation se réduit à 

rfA rf'a + dB c/'6 4- dC d'c = ^ (^^^ c^a + ^-^^-^ ^'6 + ^^^ d'c} 

d'à, d'b, d'e étant arbitraires, on a 



^riation d'<>«3 on fi«ul dêd^iir^ U Taî«ir de 'i^-* ea rerla ^ {80 I 

'87 d-* = APa — &/'^5 — C/-: — i.^. 

Ajaot ainsi I^ ainditions ideotiqars, nous i-bti^ndroiis le« conditions de 
c^/mpalibili^é en dîfféreotiaat, tar S^, exiles les cooditi»»» 79 j (82). 
Nou9 ferons le c-i!cul d un cjap en introdaisaol les expressions l'SS) et 

^ ^ ^ ^ • 1 

' oa 0^ ce 'v( / ' 

Nous pourrons alors récrire les formules précédentes en remplaçant 
\e% ; par des X, les /*par des F, et introduisant des termes en dt, d't, cfV, 
partout où il en existe en da, db, de; d*a, d-b, rf*c; rf'fl, (Pb, d^. De 
4:('XU', far-on Tidentité (85) sera remplacée par 

(86'; X\ = > F, + 3 F, [Ada -r-Edb-r- Cdc -r- l'di) -h 3 F, V,, 

n\ f';t^iiit une fiirme quadratique en da, db^ dc^ dt, 

f^i (:om|>ar(iison de la formule précédente avec (85 montre que, dans T^, 
la p'irlif? in^U'p'ndante de df n'est autre que 'l, : on pourra poser 

^88) 'I-, 'l^ -H 2 di (A'da -t- B'db -t- C'rfc) + A"rf/^ 

lin rrMiiiriuaiil ii suivre la marche exposée tout û Theure, on verra que 
IfH dilK'n'iilielles complètes de A, B, C, X' sur So sont 

(gQ,^ 2.>(rM) 2.^{db) 

2 o{dr) 2 «>(r/c^ 
'/>.' ^, ;,, A - \'da -h U'(/6 -t- C'rfc + rdl 

dn HoiU' i|U(' u;()m|>iirpr (.87)\ 

(87') M', 1 M'a -i- IWV, -h C,/-',; t- XV/-'< = rfJX (sur S„). 
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Enfin, si on égale, dans (85'), les coefficienls dos difTérenles puissances 
de dt, on a, outre ridcntité i85), les relations 

:'., = >/; -H x'/; -u 2/;' (\da -^ \m -h cdc) -+- /i-K. 

Elant donnée, à rinsta:it (, la posilîon de la surfaie de disconlînuîlé, ces 
dilTérenles formules cl leurs analogues relatives à //, j, pernietlront de cal- 
culer, en fonclion des variations brusques des dérivées premières, secondes 
el troisièmes des coordonnées, les paramètres A', IV, C, X* cl leurs analogues. 
On pourra ménic» entre elles, éliminer ces quantités, de manière à obtenir 
des conditions de compatibilité. Knfin, la dernière des formules (89) fait 

connaître \/, , c'esl-à-dire raccéléralion du troisième ordre de la surface 

d*onde, et on aura deux autres conditions de compatibilité en égalant la 
valeur ainsi trouvée à colle qu'on déduirait des équations analogues rela- 
tives à y el à c. 

122. Si ces conditions n^étaient pas remplies, la surface de disconti- 
nuité du premier ordre pourrait rester unique. Mais il s*y adjoindrait 
nécessairement au moins une onde d*ordre supérieur, se séparant de la 
première aux instants voisins de celui que Ton considère. 

123. Cas d'une onde du second ordre. - J*roposons-nous encore de 
trouver les conditions du troisième ordre dans une discontinuité du second. 

C'est à quoi nous pourrions arriver par des calculs analogues à ceux 
que nous venons de faire ; mais nous pourrons aussi déduire ce résultat 
du précédent : car on obtient une discontinuité du second ordre en faisant, 
dans les formules (79) et (79'). X = (les quantités analogues ;x et v étant 
également nulles). 

Les conditions du second ordre devront alors coïncider avec celles des 
n"*85, 86» lOil. C*e.et en elTet ce qu'il est aisé de constater : il suffit de 
remarquer que, d'après la relation (80'), Xda -r- Bdb -+• Cdc -+- Vdt doit 
s'annuler moyennant la condition (77'). On peut donc écrire 

(00) \ = \u ^ = \f>.' c ==!;/;. >.' = 9/-. 
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CHAPITRE III 



LA iMlSR EN EQUATION DU PROBLEME DE L'HYDRODYNAMIQUE 



X 


= 


8/^ 


-+- 


1 ^p 

p eu? 
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== 




-+- 


1 ^p 
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= 




-h 


1 î>;) 

p iz 



§ 1. LES ÉQUATIONS INTERNES ET LA CONDITION SUPPLÉMENTAIRE 



124. — On sait que les équations de THydrodynamique se déduisent 
de celles de THydroslatique par application du principe de d'Alembert. 
Celte déduction, sur laquelle nous n'avons pas à insister ici, conduit comme 
il est bien connu aux équations suivantes 



(1) 



où les symboles à, o ont la même signifîcation qu'au chapitre II. Les quan- 
tités u=^fV = J^fW=j' désignent les composantes de la vitesse, 

de sorte que jj^, par exemple, est égal à ^;réquation (18) du chapitre fl 
permet encore d'écrire 

O^X ^U au ^ ^U , àU -, 1 ^p 

0*3' dW , ^W ^W ^W rt i ô» 

TÇ-- = — - -h 2^ h V •- \- 10 h Z — - ~ • 

^ W tst 007 ôy ^Z p ^Z 

Haoamâbo 9 



'^X 


oa: 


Ix 


Ta 


56 


le 


la 


Ib 


OC 


0^ 


Iz 


Iz 


la 


Ib 


oc 
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La quantité s, qui est la densité, s'exprime par les équations (8) et (S') 
du n*" 47, soit ici 



(3) 



Les équations (1 et 3 (après que Ton aura exprimé !ï» ^, ^ à l'aide 

des dérivées partielles de p, x, y, z par rapport à a^ 6, c), jointes à une 
équation supplémentaire qui rcsie à former, sont celles qui définissent les 
quantités inconnues .r. f/, z, p, z en fonction de a, 6, c, /. Maison sait qu'il 
est [p plus souvent avantageux do substituer à ce mode do mise en équation, 
qui est celui de I^g range, la mise en équation d'Eu 1er dans laquelle a^bjC 
ne fiL'urent pas, les variables indépendantes étant o^, y, z, t les fonctions 
inr.'onnuos p, s, et les composantes i/, r, \v de la vitesse. 

Dans cette manière d*opérer, les équations (1 1 seront remplacées par les 
équations (2), et quant à Téquation 3 qui déGnit p, elle sera remplacée 
par l'équation 

W ,,t^ .V ^ c^y ^ .\7; ~" 

formée au n' 62. Cette dernière, qui est dite équation de continuité, 
n'est donc autre que celle qui exprime la conservation de la masse. 

125. — Les équations 1) et (3 . s'il s'agit de la forme de Lagrange, 
(2) t't (4 ' s'il s'agit do la forme d'Eulor. sont en nombre insuffisant pour 
délormiiior los fondions inconnues, puisque celles-ci sont au nombre de 
cinq, et il est ou otTet nôcossaire de leur adjoindre une cinquième équation 
dite comlition xHpplémetitaiiw Cotte dernière condition est celle par 
Ia({uoIle intervient la nature pbysiquo du fluide, sur laquelle il n'est rien 
supposé dans la formation dos ôqiiatiop.s rcrilos jusqu'ici. 

Pour los liquides (supposés parfaitement incompressibles) cette équation 
est 

p = constante. . 

En ce qui concerne les fluides compressibles, la formation de la condi^ 
tion supplémentaire comporte plus de difficulté. On sait que l'on considère 
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alors le fluide comme caraclérisé, au point de vue physique, par une rela- 
tion de la forme 

(5) F (p, p, T) = 

entre la densité p d'une portion de fluide, la pression p et la température T. 
Par exemple, pour les gaz parfaits, cette relation est 

(5') ^ = constante. 

Cette relation fournit la condition supplémentaire cherchée si Ton connaît, 
d'autre part, la loi suivant laquelle varie la température. Lorsqu'on 
suppose celle-ci constante, ainsi qu'on l'avait fait jusqu'à Laplace, la con- 
dition supplémentaire est donnée par la loi de Mariolte 

(6) - = constante, 

Si au contraire — et les recherches sur la vitesse du son ont prouvé que 
cette hypothèse était bien plus près de la réalité que la première — on 
admet que le gaz a une conductibilité nulle, de sorte que les dégagements 
ou absorptions de chaleur produits par la contraction ou la dilatation de 
ses différentes parties servent uniquement à échauffer ou à refroidir les 
molécules même qui en sont le siège (contraction ou dilatation adiahalique), 
on constate que la relation (6) doit être remplacée par la suivante 

(7) ~ = constante 

m étant un coefGcient constant (le rapport des deux chaleurs spécifiques 
du gaz). 

126. — On doit noter une différence essentielle qui sépare l'équation 
(7) des équations (5') et (6). La constante qui figure au second membre 
de (5') est une constante absolue, connue a priori pour un gaz de nature 
donnée. C'est, à un facteur constant près, ce que l'on nomme souvent la 
densité de ce gaz, c'est-à-dire le rapport du poids d'un volume quelconque 
de fluide au même volume d'air dans les mêmes conditions de température 
et de pression. Il en est de même pour celle que renferme l equalion (6), 
si l'on donne la température. Au contraire, la constante qui s'introduit 
dans l'équation (7) est une constante d'inlégration, qui dépend de Tétat 
primitif à partir duquel le fluide a varié adiabatiquement. Si cet état était 
unique pour toute la masse, il en est de même pour la constante en question. 
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3fais il nVst nullement nécessaire qu'il en soi! ainsi : dans le cas conlraire, 
le second membre de Téquation (7), indépendanl de /, est une fonction de 
a, b, c. 

127. — Mais Tune et l'autre des formulei^ (6) et (7) présupposent la 
relation (5). Or l'existence même de celle-ci n'est pas sans soulever quel- 
ques objections en Hydrodynamique. Elle est, il est vrai, indubitable (du 
moins danii les conditions où se place rHydromécaniqueralionneile) toutes 
les fois qu'il y a équilibre, el, par exemple pour les gaz parfaits, la relation 
(b) a été établie par une série d'expériences dans lesquelles on a comparé 
entre eux divers étals d'équilibre d'un même gaz. Mais aucune expérience 
analogue n'a pu être instituée pour vériGer cette même relation dans des 
gaz en mouvement plus ou moins rapide. 

Il n'est donc pas établi, dans ce dernier cas, que l'équation (5') conserve 
sa forme. M. Bjerknes (') a même étudié l'hypothèse où celte relation serait 
modifiée par des ternies correspondant au mouvement, c'est-à-dire conte- 
nant les vitesses ou les accélérations. 

Un raisonnement ayant pour but d'établir, au contraire, que la relation 
(5') subsiste dans tous les cas a été présenté par M. Duhem (^) : il consiste 
à ramener ce fait à une hypothèse relative à la forme de la quantité 
nommée potentiel thermodynamique. On nomme ainsi une grandeur ff 
permettant l'application du principe des vitesses virtuelles lorsqu'on tient 
compte des changements de température et de pression, de même que la 
fonction des forces permet d'écrire d'une manière simple ce même principe 
lorsqu'on reste dans le domaine de la Mécanique classique. 

Ce potentiel thermodynamique se compose du potentiel des forces exté- 
rieures augmenté d'une partie complémentaire nommée potentiel thermo^ 
dynamique interne, 

M. Duhem admet que ce dernier a une expression de la forme 



/// 



p* dx dy dz 

on 4» dépend de la densité et de la température : que ce potentiel est, par 
conséquent, fonction de la position du milieu, mais non des vitesses ou des 
accélérai ions de ses points. 

(1) Acta Mathematica, tome IV, p. 121-170. 

(2) Cours de Physique inalhémaiique, hydrodynamique ^ ÉUuticité, Acoustique, 
tome I ; Paris, Hermann, 1891. 
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On obtient les équations d*équîlibre du fluide en écrivant que la varia- 
tion du potentiel thermodynamique total est nulle ou positive pour tou(e 
modification inûnimenl petite, compatible avec les liaisons. 

En prenant, pour la modiflcatîon en question, successivement chacune 
de celles qui ne font varier la densité en aucun point et qui n'interrompent 
pas la continuité, on démontre Texislence d'une fonction /}, continue en 
chaque point, par l'introduction de laquelle les équations classiques de 
l'Hydrostatique sont vériGées. 

En introduisant une modification qui creuse une cavité, on obtient la 
condition /) > 0. 

En considérant, enfin, une modification qui fait varier la densité, on 
arrive à la relation 

et celte relation est bien de la forme (5'). 

128. — Si maintenant, au lieu des équations de l'équilibre, on veut 
écrire celles du mouvement, le principe à appliquer, en vertu des lois gé- 
nérales do la Thermodynamique, est celui de Hamilton (le potentiel ther- 
modynamique remplaçant la fonction des forces). 

Or l'application de ce principe conduit au même résultat que celle du 
principe de d'Alembert, savoir aux équations (1), la formule (5') subsistant 
dans le cas du mouvement comme dans celui de l'équilibre. 

120. — L'équation (5') étant ainsi admise en vertu de ce qui précède, 
l'équation (7) en résulte-t-elle forcément dans le cas de la compression ou 
de la détente adiabatique? 

Une objection toute semblable à la précédente se pose à cet égard. Les 
raisonnements qui permettent de passer de Tune de ces relations à l'autre 
reposent, en effet, sur l'étude de la chaleur spécifique des gaz, à savoir sur 
la formule 

(8) dQ = C^^dv-^c~dp 

qui représente la quantité de chaleur dégagée dans une modification infi- 
niment petite, en fonction de la variation dv du volume et de la variation dp 
de la pression. Or, les valeurs des chaleurs spt'cifiques C et c ont été établies, 
comme celles des coefficients de dilatation, par des expériences sensible- 
ment statiques^ c'est-à-dire oùlês m ouvements de la masse gazeuse à étu- 
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goiuTai ae i iiyaroaynami(|ue r 

i^ ThorinoJynaiiu(|ue permet de répondre ù celle question. H suffît^ à 
ortoU de partir de réiiualionfondamerilaloqui exprime le principcde Téf 



,àcet 

ipcde Téqui- 

valeiu'O 

,9 rf t — J d:s:,n\' = EdQ-^ rfU 



OÙ «^t rt»préseute le travail des forces extérieures appliquées au système, 
X/«V- la force vive, K rêquivalent mécanique de la calorie, dQ la quantité 
de chaleur déjragée. T l énergie interne, c'est-à-dire une certaine fonction 
de IVlat interne du système. 

Les forces extérieures appliquées à une masse gazeuse seront de deux 
sortes : l-' les forces ai»p!iquée5 aux éléments de masse, telles que pesanteur, 
elivlricilé, etc. ; 2* les pressions extérieures, appliquées à la surface. 

Le travail élémentaire de ces dernières sera 

.rS é:ant rélémonl de surface limi e, n la normale à cet éiéme:tl ; m. v, ir, 
c.m:ue p'ect\lommont, les composantes de la viiesse. Le pre:uier memhre 
dt iV ;.:Aii,^n .9* sVvrira d ne en dr*s!jnanl |vir -ivi î^ travail Je la pes^in- 
tî' . r :t .i.:*r:*> f r.*"^ d^ la première c t-'-rori-? 



Il 



/ / 



» \ — -.• I fi :. .os •:.: — rcos n z — v.c:^ h.: 



:r> lis :v:al!..:-s oj. 1 o" s\sl : I*-v jo^ir :i.;>,;rfr jJLpt^nmentalement 

- i. : "::rs -Tr ■: . . : :: . s d s .- 1 : . ! : : :jlv d ' . . \; , t< . z-^: î^aU?. Il en est 

— : - : 1 :' V, .f. .:> M s-:^ >îjl:i. ■-s*r-sir«.!:'S. •_V:-«û3i« iîntê^le 

. . : iC Tr : . -r - : . : I. - : : . >*. .: . ." -. : . i- . .* r fv . . « jv ^î 1* 
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Il est claîr que c'est cette formule qui fait connaître la chaleur dégagée 
dans un changement de volume ou de pression quelconque et que, par 
conséquent, son second membre coïncide avec la quantité (8). 

Plaçons-nous maintenant dans le cas général et partons des équations (1) 
du mouvement. Multiplions respectivement ces équations par udt^ vdt,wdt 
et ajoutons : multiplions encore par p dx dy dz et intégrons dans le volume 
occupé par notre fluide. Au premier membre, nous obtiendrons le travail c?^q. 

Quant à la quantité 

elle est (en vertu des relations ^ == ?^i t// = t^» vf = ^ ) la difTé- 

rentielle de la demi-force vive. Le dernier terme obtenu au second mem- 
bre peut s'écrire 

\ C C 

— ^\\ I P[}^^^^ ('*» ^) ^- ^ cos (n, y) -h w cos (n, z)'] dS 



-m- 



en vertu du théorème de Green. La formule (11) devient donc finalement 

La quantité 

représente, comme on sait, le changement de volume d^ subi pendant 
rinstant dt par l'élément de masse pdcc dydz. Donc la quantité de chaleur 
dégagée par cet élément sera 

rfQ = 1 {pd^ - dV), 
dV étant l'énergie interne de cet élément. 
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Nouâ retoriili'jns donc, ni^'inedans le cas du mouvement^ sur la formule 
12,. ^'M\f.-*:\ est bien, dès lors, indépendante des vitesses imprimées au 
Ouid", ain*i que nous l'avions annoncé. 

I«I0. — On doit loutefois remarquer que notre raisonnement exclut la 
l^tjsAhW'iUt d<! variations brusques duns la vitesse, autrement dit de [>ercus- 
^ionift «ï'exen.anl dans rintériciir de la uiasse. Cette supposition est en elîft 
««^'.«Min* pour écrire la relalion 



d .. ï.m\' i- dt 



I I / p("ê"^*^S+"'?ï^)^^^i'^- 



tyn 'fXpiifiK* la variiiiitm de la deini-force vive. 

Lu p'I'itîoii en que^ioii est manifestement analogue au Ibéorcme des 
tl*'^ forocH vives et Ton sait que, dans la théorie des percussions, on est 
a-i.«''i/f â remplarMT le Ibéoréinc des forces vives par une lelalion de forme 
tli\h'H'uif*f If* théorème de Carnol. 

11 t'HÏ fUiff d\iilleurs, que toutes les considérations précédentes sont rela- 
livcH au r/is où dc> tel!(*s percussions n'existent point. En particulier, lors- 
qu'elles h" pr(Mliii.s(>nt, il n'est |)lus vrai, ain^i que nous aurons Toccasion 
de le riMuarquer plus loin, que la pression reste continue. 

i:il. — Lors<{ue le fluide considéré ne sera ni un liquide inconipres- 
hible ni un fraz. parfait, la relalion (5 continuera néanmoins à exister si 
Ton adopte riiypolliési^ de .M. Dulieui ; mais elle aura une forme différente 
de <5 ). Klle ai bèvera de déterminer les équations internes du mouvement 
hi 1 on se donne en outre a priori, comnip on doit toujours le faire, la ma- 
nién» dont vtt:ii» la te:opéra!ufe. Dans le cas où ':elle-ci restera constante, 
la relation (5 prend évidominenl la forme 

(13) F(:./))=0. 

H eu «eia de même, ainsi qu'il rés'.iUorait de raisonnements tout sem- 
blables au< prér'''dtMits, pour le cas de la délent.» ou compression adîaba- 
Il (ue, «i la vitesse re>te ronlinue. 

*«<iii4 n'avnns rien à dire dégénérai sur la forme analytique des relations 
»r<si obtfMiueK. Mais elles satisfont toutes à une condition d'inégalité 
• ii.riHmi- : /,(/ prcssititi e^t ttir fonrH.n crnissante de la densité. Aut re- 
in' ni dii. fil .lu^montanl la pre>>ion subie par le fluide, on diminue son 
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volume. Cette condilîon exprime la stabilité de Téqnilibrc interne du 
milieu (*). 



§ 2. — INTERVENTION DES CONDITIONS AUX LIMITES 



132. — Le mouvement d'un fluide quelconque est déterminé, d'une 
part par les équations internes telles que nous les avons écrites dans ce qui 
précède, d'autre part par les conditions initiales, enfin par les conditions 
aux limites. 

Les conditions initiales consisteront à se donner, à un instant t^ a partir 
duquel on étudie le mouvement, les positions des différentes particules et 
leurs vitesses. 

Les conditions aux limites seront de deux sortes. Le fluide sera, sur tout 
ou partie de sa surface, en contact avec des parois solides dont nous suppo- 
serons le mouvement donné. Nous aurons donc à écrire qu*à chaque 
instant une partie de cette surface (laquelle est, ainsi qu'il a été dit au 
n° 18, constamment formée par les mômes molécules) coïncidera avec la 
paroi. 

S'il existe une surface libre, nous supposerons donnée sur cette surface 
la valeur de la pression, c'est-à-dire de la quantité p qui ligure dans les 
équations du mouvement. 

133. — Lorsqu'on écrit, en Mécanique rationnelle, les équations diffé- 
rentielles du mouvement d'un système assujetti à des liaisons données 
quelconques, ces équations permettent en premier lieu de calculer les 
accélérations des différents points à un instant quelconque, lorsqu'on se 
donne h cet instant les positions de ces points et leurs vitesses à la seule 
condition, 1"* que la position donnée du système satisfasse aux Haisons; 
2* que les vitesses données des différents points soient de celles que ces 
points puissent recevoir, à l'Instant en question, dans un moHvemcnt 
compatible avec ces liaisons. 

Occupons-nous donc de résoudre cette question dans le cas actuel, autre- 
ment dit de calculer les accélérations des différents points à l'instant t^, 
connaissant à cet instant i** les forces qui sollicitent le fluide, 2° les positions 



1^») Duhem, loc. ciL^ p. 80 83.— Voir plus loin, ch. VI, n» 272. 
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des poînl» et leurs vitesses, 3' le mouvement de la paroi et la pression à la 
surface libre ainsi que ses dérivées par rapport au temps. 

La question se présente de façon très différente, suivant qu'il s'agit d'un 
liquide ou d'un gaz. 

l'* Cas des liquides. — Employons le système de variables indépendantes 
indiqué au n'* 61"* (ch. Il) et composé, outre le temps f, de coordonnées 
initiales coïncidant avec les coordonnées actuelles & Tinstant considéré. 

Le fluide étant supposé incompressible, la relation (13) se réduit à 

p = constante 

et ne fait pas connaître la valeur de p. Quant à la relation (4), elle se 
réduit à 

(14) 1 1 = 0. 

^ ^ i\r oy Oj 

Les autres équations du mouvement, savoir les équations 1), font 
foui connaître les sommes 

ou 1 i^p or i dp ^w 1 dp 

Si Ton différencie la première de ces équations par rapport à x, la 
seconde par rapport à y, la troisième par rapport à jar, qu'on ajoute membre 
à membre, on aura un résultat de la forme 

F étant une fonction connue de x, y, z à l'intérieur du volume liquide. 
Mais l'équalion ^^14) a lieu à tout instant (a?, y, z étant les coordonnées 

actuelles à cet inslant). On peut donc lui faire subir la difîérentiation - et 
écrire 

MA^ i^ ^ !^ — ^ /-"W ~ (~^\ H- — (^\ = 
^ ^ c\'/;.>^ "^ dijùt "^ dzM "~ dx \ h) dy \M/ 02 \ot / 

Remplaçons — • — » - P^** iQ^^^ valeurs en fonction de -j- » v^ ^ -x|- urées 

. . , , . r> /ow\ 1^ /oiA i> /oj4?\ 
des relations (2) : nous aurons ainsi la valeur de :-- ^ -<^ j -4- ^;;^.l ^ / "+ ;^ l "^7 I 

^Q, \ .^-^ V't ) -^ .7/ M -^ .V (it ) = .^ V" .v: -^ ^^/ "^ "'«/ 

' ^ .\v \ ,\r oy ^ «v/ .V \ <^K «y « / 
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et, en la reportant dans (15), il viendra 
(17) Ap=F,. 

Fjj étant également connu en chaque point. 

134. — D'autre part, les coordonnées des molécules qui sont en contact 
avec la paroi ne doivent pas cesser de vérifier l'équation de la surface de 
cette dernière. Cette équation 

dépendra ou non du temps, mais nous la supposerons connue à tout ins- 
tant. Si nous la différencions deux fois par rapport à ^ il viendra 

/18^ ^/S2^ <yS»y ^/o-^^ /rt o£ , ^?;y . A?f +.^.V/^0 

8^r o^f/ ù^z 
Dans cette relation, tout est connu .sauf kj^"' S2* "^- ^-^^ quantités 

iL, *_i , IZ étant proportionnelles aux cosinus directeurs a, 3, v de la nor- 
007 ^11 ô^ *^ ' i n \ 

maie n à la paroi, on obtient ainsi la composante normale /„ de Taccéléra- 

lion en chaque point de celle-ci. 

$*.r 8*v 8^-3' 
Si, eafîn, on remplace tç^i k-Ji <-y par leurs valeurs lirées des équations 

(1), on voit que Vêquaiion précédente [ait connaître^ en chaque point de 

la paroi ^ la valeur de la dérivée normale ~j- • 

Si le contact avec la paroi a lieu tout le long de lu surface limite du 
fluide, la recherche de la quantité p en fonction de ar, y, z est, par consé- 
quent, ramenée au problème qui a fait Tobjet du chapitre 1. Le problème, 
comme on Ta vu, suppose une condition de possibilité, savoir 

/ / ^^c^S=--. / / / ¥,dxdydz. 

Il est aisé d'interpréler celle condition. Elle s'obtient, en effet, en inté- 
grant, dans tout le volume occupô par le Quide, l'équation (16') ou, ce qui 
revient au même, Téquation (16), qui lui est équivalente moyennant les 
relations (2). Or cette dernière, dérivée par rapport au temps de (14), 
exprime que la dérivée seconde par rapport à / du volume élémentaire occupé 
par une portion infiniment pelite de Quide est nulle. Après intégration, elle 
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exprimera que le volume tolal limité par la paroi donnée a sa dérivée 
seconde nulle : condition dont la nécessité était évidente a priœn (*). 

Celle condition élant supposée remplie, les considérations développées 
au chapitre I démontrent la possibilité du problème pour toutes les lormes 
de récipient auxquelles la méthode de Neumann est applicable. Nous savons 
d'ailleurs que la solution est unique, à une coni»tante arbitraire prc^ qui 
peut être ajoutée à la valeur de p et qui n'a pas d'influence sur les valeurs 
des accélérations cherchées. 

Ces accélérations sont donc déterminées. 

l3o. On obtiendra de même les accélérations d'ordre supérieur (pourvu 
que les expressions des forces \, Y, Z soient données à tout instant) : il 
suffira de diiïérentier par rapport au temps les équations (1), (16'), (18) 
et de déterminer, à Taide des équations ainsi différentiées, les dérivées 
successives de la pression, comme nous avons déterminé celle-ci par les 
équations primitives. 

130. — Toutefois^ le raisonnement précédent semble supposer que les 
accélérations cherchées sont distribuées d'une manière continue. On peut 
se demander (et les chapitres qui vont suivre montreront qu*un pareil 
doute est justifié) si Ton n'arriverait pas à une conclusion différente en 
abandonnant cette hypothèse. 

11 est aisé de constater qu'il n'en est rien. Si, en effet, nous supposons 
les vitesses continues par rapport au temps, la pression p devra être con- 
tinue. D'autre [)art, il en sera de même de la composante normale de l'accé- 
lèraiion. Supposons, en effet, qu'une discontinuité se produise suivant une 
certaine surface. Ou bien cette discontinuité sera slationnaire, et, dans ce 
cas, l(>s vitesses étant supposées continues, le fait en question résultera du 
n** iht ; ou bien elle se propagera ('^', et alors, sinon à l'instant considéré 
lui même, du moins aux instants infiniment voisins, il y aura comi)ali- 
bilité. S'il en est ainsi, la densité ne variant pas, la composante normale de 
la discontinuité sera nulle, et^ par conséquent, la composante normale de 
raccéléralion continue. 

Or, dans la valeur précédemment trouvée de l'accélération, les seuls 
éléments inconnus sont les dérivées de la pression. Si donc la composante 

(^) Il est ais4^ Je voir que, sous l'une ou l'autre de ses formes, la condition de 
possibilité fait connallre, en fonction des positions et des vitesses, Tintégrale J'fjndS 
(Henduc à la surface de la paroi. 

(-; En réalité, dans le cas des liquides, aucune discontinuité ne peut se propager. 
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normale de l'accélération est continue (et que les données de la question le 
soient aussi), c'est que -P- est continue. 

Soit, d'autre part, p\ la fonction continue ainsi que ses dérivées qui 
vérifie Téquation (17) et les conditions aux limites par lesquelles nous 
avons, tout à Theure, déterminé p. La différence p — jd, est une fonclion 
harmonique en dehors des discontinuités et qui, au passage de celles-ci, est 
continue ainsi que sa dérivée normale. Elle est donc, d'après une remarque 
rappelée au n^ 1, harmonique dans tout le volume occupé par le liquide 
et, comme elle est, en outre, déterminée par des données à la frontière 
nulles, on voit bien que/) est identiquement égal à p,. 

Bien entendu, ainsi que nous l'avons dit plus haut, ce qui précède 
suppose qu'il n'y ait pas de discontinuité dans les données de la question, 
à savoir dans les composantes des vitesses et dans leurs dérivées par rapport 
à X, y, z. L'hypothèse contraire sera examinée plus loin (ch. V). 

137. — Supposons maintenant que le liquide ail une surface libre. 

Sur celle-ci, on ne connaît plus ~ ; mais nous supposons qu'on donne en 
chaque point la valeur de p. 

Nous sommes donc ramenés, cette foisy au problème mixte posé aux 

n°* 38-41'^" : p est donné sur la surface libre, -,- le long de la paroi. 

Il est donc certain que la solution du problème est unique ; mais il res- 
terait à démontrer qu'il en existe assurément une. 

Les remarques qui viennent d'être faites aux deux numéros précédents 
continuent d'ailleurs à s'appliquer. 

138. — Par contre, les conditions précédentes perdent leur valeur si la 
pression, déterminée comme nous venons de le dire, devient négative. La 
solution correspondante devient, dès lors, inadmissible. 

Comme la condition p >- est (n"^ 127) destinée à assurer l'équilibre 
(et par conséquent, dans le cas du mouvement^ l'équilibre après introduc- 
tion des forces d'inertie) contre une modification virtuelle dans laquelle des 
cavités se creusent, c'est une telle modification qui se produira dans l'hypo- 
thèse actuelle. 

Nous n't^ntreprendrons pas la discussion générale des cas de cette espèce. 
Elle serait fort difficile si Ton voulait tenir compte de toutes les circons- 
tances possibles, au lieu que, dans celles qui se présentent pratiquement, 
la solution est, en général, simple. 
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139. Z° Cas des g'az. — Si maintenant nous passons au cas des fluides 
compressibles, la relation (13) sera résolue par rapport à p. Comme la 
valeur de la densité en chaque point est une des données du problème, 
puisqu'on connaît les positions des diverses molécules à l'instant donné en 
fonction de leurs positions initiales, on voit que, contrairement à ce qui se 
passait dans le cas précédent, p est directement connu en tous les points. 

Dès lors, les équations du mouvement font connaître toutes les accélérations. 

Mais aux points situés sur la surface limite, ces accélérations doivent 

vérifier la condition (18). Il faudrait donc que la valeur (donnée en tous 

les points) de -/^ fût précisément celle qui vérifie cette relation, les compo- 
santes de Taccélération étant calculées comme il vient d^ètre expliqué. 

Or il n*y a aucune espèce de raison pour qu'il en soit ainsi. Lors même 
que cette concordance se serait présentée dans les instants qui précèdent 
celui que nous considérons, elle pourrait disparaître dans les instants 
suivants par un changement apporté à l'accélération normale de la paroi. 

Il y a donc contradiction. 

140. — Celte contradiction se retrouve d'ailleurs dans le calcul des 
accélérations d'ordre supérieur. 11 est clair qu'en difl'ércntiant les équations 
(1) par rapport au temps, comme il a été indiqué pour les liquides, on 
connaîtra les accélérations en question en tout point du fluide et qu'il sem- 
blera a priori n'y avoir aucune raison pour qu'à la surface ces accéléra- 
tions coïncident avec celles de la paroi. 

Nous pourrions d'ailleurs aller encore plus loin si nous raisonnions par 
analogie avec ce qui se passe dans la Mécanique classique. Dans les pro- 
blèmes que pose celle-ci, du moment qu*on peut, à tout instant, calculer 
les accélérations en fonction de la position et des vitesses du système, il en 
résulte que le mouvement de celui-ci entièrement déterminé dès qu'on 
donne cette position et ces vitesses à un instant donné. Or nous venons de 
voir qu'on peut ici, sans tenir compte du mouvement de la paroi, calculer 
les accélérations de toutes les molécules en fonction de leurs positions et de 
leurs vitesses. Donc tout le mouvement ultérieur devrait être également 
déterminé indépendamment du mouvement de la paroi. 

Plus généralement, le mouvement d'une portion quelconque du fluide 
serait déterminé sans qu'on ait à tenir compte du mouvement des régions 
voisines ; ce qui est évidemment absurde. 

Nous allons, dans les chapitres qui vont suivre, apprendre à lever cette 
contradiction apparente. 
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§ 1. — CAS DE LA VITESSE DE PROPAGATION CONSTANTE 

141. •— Pour élucider la difficulté qui a fait Tobjel du chapitre précé- 
dent, nous allons d'abord nous placer dans un cas particulièrement simple 
et où les équations du problème peuvent ôlre intégrées : celui du mouve- 
ment recliligne ou mouvement par tranches. 

C'est l'étude de ce mouvement qui fait Tobjet de Timporlant Mémoire 
de Riemann (') auquel nous avons fait allusion au n° 60. C'est à elle éga- 
lement que sont consacrés deux des Mémoires publiés en 1887 par Hugo- 
niot ('], lequel retrouva sans les connaître^ une grande partie des résultats 
de Riemann. 

On suppose que le récipient dans lequel est renfermé le gaz a la forme 
d'un cylindre droit dont la surface latérale est fixe, les bases seules étant 
formées par des pistons mobiles. De plus, à un instant quelconque il est 
supposé que, dans toute section parallèle aux bases, la densité est à un ins- 
tant quelconque, constante, ainsi que la vitesse^ laquelle est parallèle aux 
génératrices. Dans ces conditions, l'état d'un poînl quelconque du milieu 
et sa vitesse ne dépendront que de l'abscisse de ce point, comptée 
parallèlement aux génératrices. Le problème se réduira à exprimer, en 
fonction de l'abscisse primitive a et du temps t, l'abscisse actuelle x. 



(') Uber die Foripflanzung ebenet* Lufiwellen von endlicher Schwingungsxceite 
(Mémoires de l'Ac. des Se. de Gôtlingiie, tome V41I; 1860). La traduction française, 
due à M, Stouff, occupe les pages 177-203 de l'édition des Œuvres de Riemann tra- 
duite» par M. L. Laugcl (Paris, Gauthier- Villars, 1898). 

(2) Journal de l'Ecole Polytechnique, tome XXXIll ; 1887, 
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ainsi que la densilé o et la pression p. Au lieu de p, il nous sera commode 

ici d'introduire la quantité inverse '-^ = coou dilatation^ laquelle aura pour 
expression 



(1) 



b> 



p 8a' 



0) est partout inversement proportionnel à p, si la densité p^ de Pétat 
initial est constante. Nous supposerons toujours, sauf indication contraire, 
Tétat initial choisi de façon qu'il en soit ainsi. 

D'après les conclusions auxquelles nous sommes parvenus au chapitre 
précédent, la pression sera une fonction de u> : Si on adopte la loi de 
Mariotte, c'est-à-dire si on suppose la température constante, on aura 

(2) P = Kp = ^ (A = Kp.); 

si au contraire, comme il y a lieu de le faire, on choisit la loi adiabatique 
de Poisson, on écrira 

(2') p = Kp'^rrrArw-'» (A = Ko^,'") 

dans laquelle, comme nous l'avons vu (n° 120), k est une fonction de 
Tabscisse initiale a, mais se réduit à une constante si, à un instant quel- 
conque du mouvement, le fluide a été à une pression et à une température 
uniformes dans toute la masse. 

On remarquera que la formule (2) peut-être considérée comme un cas 
particulier de (2) : elle se déduit de celle-ci en faisant m= \, 

Nous n'allons pas quant à présent, préciser la forme de la relation qui 
existe entre la pression et la densité, et nous l'écrirons sous la forme géné- 
rale du (n° 131), soit ici 

(3) p = o (o)) 
où la fonction o (u)) peut dépendre de a. 

142. — Toutefois, nous devons nous rappeler que la fonction o ne 
peut pas, même à priori, être absolument quelconque. Nous savons, en 
effet (n° toi), qu'en augmentant la pression, la densité doit augmenter 
et le volume spécifique diminuer : on doit donc avoir, en tout cas. 
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143. — Nous prendrons les variables de Lagrange, soîl iciaeU. Il sera 
d'ailleurs inutile, cette fois, d'employer la notation o pour désigner les 
dérivées prises dans cette hypothèse, aucune confusion n'étant à craindre. 

Les équations (1) du chapitre précédent (n"* 124) se réduiront à la pre- 
mière d'entre elles : dans celle-ci, la quantité -^ devra être remplacée par 





5P 

dx (0 da' 




dâ 


L'équation devient alors 




(5) 


1 ôjO Y à^x 



Dans le cas général, p pourra être une fonction de u> = -- et de a. Si, 

par exetnple, la loi de détente est celle de Poisson, la quantité k qui figure 
dans la formule (2') pourra être une fonction de a. L'équation (5) s'écrira 
alors 

Nous nous attacherons toutefois principalement au cas où la relation (3) 
est la même pour toutes les valeurs de a et où, en même temps, il n'y a 
pas de forces extérieures agissantes, de sorte que X est nul dans l'équa- 
tion (5). Posant alors 

(7) -A.<f'(a.) = 4,(u.), 

Po 

cette équation deviendra 

équation aux dérivées partielles du deuxième ordre qui détermine l'in- 
connue or comme fonction des variables indépendantes a, t, 

144. — Nous allons, pour commencer, simpliGer encore la question 
en remplaçant la fonction (positive d'après l'inégalité (4)) •i' (w), par une cons- 
tante 0'. C'est à quoi l'on est conduit lorsqu'on étudie les petits mouve- 
tnents du fluide. Si, en effet, on suppose infiniment petits les écarts des 
molécules par rapport à leurs positions initiales et leurs vitesses, ^ ((o) 
différera très peu de la valeur 4^ (l) qu'il prend dans l'état initial. 

Hadamard 10 
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L'hypothèse 4/ (w) = 02 = constanle s'appliquerait d'ailleurs aux mou- 
vements d'amplitude finie si l'on prenait pour la fonction o l'expression 

(3') ç (co) = C - p.a^is, 

C étant une constanle. 

Mais il est clair qu'une telle expression pour la pression ne serait pas 
admissible, du moins pour un gaz, puisqu'elle deviendrait négative pourco 
sufGsamment grand. 

Une loi de cette espèce pourrait tout au plus convenir théoriquement à 
un liquide légèrement compressible. Dans un tel fluide, en effet, p varie- 
rait entre des limites très étendues pour de très faibles variations de (o et 
s'annulerait pour une certaine valeur finie de cette quantité. Mais dans la 
réalité, bien entendu, le phénomène serait limité, pour une certaine valeur 
positive et non nulle de p, par la vaporisation du liquide. 

145. — Moyennant la simplification précédente, Téqualion (8) s'écrit 



(8') ~ — fi^ 






Celte équation est celle des cordes vibrantes ; son intégrale générale est 
bien connue : clic s'écrit 

(9) x = l [/; (a 4- e/) -4- /;(a - 60]. 

Toute la question se réduit donc à choisir les fonctîons/*i et^de manière 
à satisfaire : 1° aux conditions initiales ; 2** aux conditions aux limites^ 

Prenons pour origine des coordonnées Tune des extrémités du tuyau ; et 
soit l la longueur de celui-ci. a variera donc entre et l. 

Pour t = nous supposons données les valeurs de se et celles de —, soit 

ûSq et (----) : on aura donc pour < a < ^ 

( A(«) + /;(«) =2a?o 

<*"' |.[A<«)-A(«)] = 2(S).. 

La seconde de ces deux équations s*intègre immédiatement et donne 
(11) [/; (a) — /; (a)] = F (a) — F (o) -h constante, 

F (a) étant la primitive de 2 ( ~j . Quant à la constante, on peut la sup- 
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poser nulle : car la valeur (9) de x ne change pas si on ajoute une cons- 
tante à la fonction /l, en retranchant cette même constante de la fonc- 
tion f^. Or cette opération ajoute au premier membre de l'équation (10) 
une constante arbitraire. 

Les équations (10), (11) nous font connailre les fonctions t\ ^t h P^^"** 
toutes les valeurs de l'argument comprises entre et /. 

146. — Faisons maintenant intervenir les conditions aux limites. Nous 
supposons connues à chaque instant les positions des pistons qui ferment 
le tuyau à ses deux extrémités. Nous aurons donc pour chaque valeur 
positive de t les valeurs de x correspondant àa = Oetàa = ^. 
Il est aisé (*) de montrer directement que ces conditions achèvent de déter- 
miner les fonctions inconnues. Il nous sera commode, ici, d'employer une 
représentation géométrique. 

Nous considérerons a^ içXx comme des coordonnées dans l'espace, le 
plan des a < étant pris comme plan horizontal de projection. La solution 
cherchée sera alors représentée par une portion de surface, a étant par défi- 
nition compris entre et /, et i positif, celte portion de surface sera forcé- 
ment limitée à trois plans : l'un T, qui est le plan des a x, le second G qui 
est le plan des tXj le troisième L qui est le plan a = l. 

Dans la figure 10, nous employons comme plans de projection, outre le 
plan horizontal, les plans auxiliaires T, G, L. 

On peut poser 

Xi -h X^ 

OÙ x^ représente la fonction f^ (a -+- 6/) et x^, la fonction f^ (a — 0/). Les 
équations 

x^ =f^{a-^ 00, 

représenteront deux cylindres Kt et K,, dont l'un aura ses génératrices 
parallèles à la droite d^ représentée par les équations 

(12) a? = , a-^^t=l\ 

l'autre à la droite d^ représentée par les équations 

(12') x = Q , a—U = Q\ 

(«) Voir, par exemple, Jordan, Cours d'Analyse^ tome I»' 
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et la valeur cherchée de x sera la moyenne entre les ordonnées de ces deux 
cylindres. 

D'après les équations (10) et (11), nous connaissons les courbes ^n Ti 
vAV' ^0)» suivant lesquelles nos deux cylindres coupent le plan T. 

Nous connaîtrons donc une portion du cylindre K,, celle qui est projetée 
horizontalement suivant le triangle formé par Taxe des a, celui des t et la 
droite rfj. De môme nous connaîtrons une portion du cylindre K, projetée 
suivant le triangle limité par Taxe des ty la trace de L et la droite rfj. Si 

O ^"-^^ .l" L 

VCt. 




nous appelons \\ et r, les sections de nos cylindres parle plan 0; r'j et r',, 
les sections de nos cylindres par le plan h, nous aurons ainsi immédia- 
tement une portion A^ B, de la courbe r^ et une portion A', F, de la 
courbe r',. 



1 47. — Cela posé, Tedet des conditions aux limites est de nous faire con- 
naître les sections a ^, a!^' (fig. 10) de la surface cherchée par les plans 
et L. Nous pourrons donc de Tare A^B,, fine fois obtenu, déduire Tare 
correspondant A^ B, de r, pendant que la même construction nous donnera 
l'arc A'j B'j de r\ qui correspond à A'g B'j. 

Nous aurons ainsi deux nouvelles nappes de nos cylindres. Du premier. 
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nous connattroDs maintenant tout oe qui se projette entre les traces des 
plans 0, T, L et la droite d\ représentée par inéquation a + 6^ = 2/ ; du 
second, la partie projetée entre les mômes traces et la droite d\, qui a pour 
équation 6^ — a =: L 

Ces deux nouvelles nappes détermineront un nouvel arc Bj C, de r^ et 
un nouvel arc B\C\ de r'j, d*où Ton déduira par le moyen de? courbes 
a p, a' p', un arc B'^ C\ de V^ et un arc B', C'^ ; etc, elo, 

La résolution du problème n*offre donc aucune difficulté, 

148» — Il nous reste à nous demander sous quelle forme se présente la 
contradiction rencontrée au chapitre précédent. Cette contradiction est en 
évidence sur l'équation (8'). En effet, à l'instant initial, aux extrémités du 

tuyau, la quantité —, ne dépend que du mouvement de la paroi. Or elle 

doit être égale à la quantité 6^ — ^, laquelle ne dépend que de Tétat initial; 

et ces deux données sont indépendantes l'une de l'autre, puisque en ce qni 
concerne leurs positions initiales, les molécules fluides ne sont assujetties 
qu'à être en contact avec la paroi à l'instant ^ = 0. 

Sur la figure 10, nous nous rendrons compte aisément de ce qui se passe 
si les deux données dont nous venons de parler, savoir Taccélération ini- 

tialedu piston, et la quantité 0^ — ^ relative aux particules fluides en contact 

avec ce piston ne sont pas égales entre elles. 

Nous avons vu en effet, que la seule connaissance de l'état initial, abs- 
traction faite du mouvement des pistons, nous fait connaître une partie du 
cylindre Ki et par conséquent la valeur de 07^ pour toutes les valeurs de a 
et de t (positives) suffisamment voisines de 0. Au contraire, le cylindre K, 
n'est pas entièrement connu dans ces conditions au voisinage de l'ordonnée 
a = 0, / = 0, puisque la portion connue est limitée à la génératrice pro- 
jetée suivant d^. La courbure de cette portion connue du cylindre Kg 

dépend évidemment de la valeur de —g* 

La construction de la nappe suivante du cylindre K^ dépend, elle, de 
l'arc A, Bj, et par conséquent du mouvement du piston : la courbure de 
cette nappe dépend donc de l'accélération initiale de celui-ci. 

Il est évident, d'après ce qui précède, et d'ailleurs bien aisé à constater 
directement que la condition pour que les courbures des deux régions voi- 
sines du cylindre K^ soient les mêmes est précisément l'égalité des deux 

quantités TTT ^^ ^* ^ dont il vient d'être question. 
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1 49, — Lorsque cette égalité n'a pas lieu, la courbure du cylindre K, 
étant discontinue tout le long de la génératrice projetée suivant d^, il en 

est de même des dérivées —-î , — — , -77 . 

Si, par conséquent, nous considérons une valeur de t positive, mais 
petite, ce qui revient à couper la figure par un plan parallèle à celui des ax, 

nous voyons que la dérivée ~ de la dilatation, continue en général (du 

moins pour les points voisins de l'extrémité du cylindre), éprouvera une 
discontinuité au point dont la projection est sur la droite d^. A mesure 
que t augmentera, les particules entre lesquelles se produira celte discon- 
tinuité iront en s'éloignant de l'extrémité. 

De même, si nous considérons une molécule déterminée, voisine de l'ex- 
trémité, ce qui revient à couper la figure par un plan perpendiculaire à 
Taxe des a, nous constaterons que Taccéléralion de cette molécule éprou- 
vera une discontinuité à un instant très voisin de Tinstant initial si la mo- 
lécule en question est très près de Textrémité, la valeur / qui correspond 
ù la discontinuité allant en augmentant à mesure que Ton considère des 
points plus éloignés du piston. 

En un mot, nous reconnaissons là une onde du second ordre telle que 
nous Tavons étudiée au chapitre II. Cette onde se propage dans le sens 
positif avec une vitesse qui (rapportée à l'état initial tel que nous l'avons 
choisi), n*est autre que 6, puisque l'équation de la droite rf, est a = Qt, 

Grâce à la présence de cette discontinuité, la contradiction relevée au 
chapitre précédent disparaît. Pour et — a très petit et négatif, les deux 

quantités —j et 0^ --.- ont une môme valeur, celle qui est déduite de l'état 

initial à l'extrémité a =^ 0. Si 6t — a est très petit et positif, elles ont en- 
core une môme valeur, l'accélération initiale du piston. 

I S0« — Si un phénomène analogue se passait à l'extrémité opposée du 
cylindre, il donnerait lieu à une discontinuité aiïectant évidemment le 
cylindre K^ et non plus le cylindre K^. Celle-ci se produirait en tous les 
points de la génératrice projetée suivant e/^. Elle se propagerait donc 
encore avec la vitesse 0, mais dans le sens négatif celle fois. 

loi. — En particulier, ceci aura lieu (sauf dans des cas exceptionnels), 
lorsque l'onde née, en l'instant initial, à l'extrémité a ^^ 0, et dont la pro- 
pagation est représentée par la droite d^t atteindra l'extrémité a = l. Le 
cylindre K, ayant, en ellet, sa courbure discontinue suivant la génératrice 
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correspondant à cetle onde, il en sera de même de la courbe r',. Si la cour- 
bure de la ligne a'^'^' **• n*offre pas, précédemment au même point, une 
variation de grandeur convenable, la ligne r^ et par conséquent, le cylindre 
K| auront leurs courbures discontinues. 

En un mot, Tonde primitive née à l'extrémité a = 0, et qui se propa- 
geait avec la vitesse 6, se refléchira sur le piston a = l, c'est-à-dire qu'elle 
engendrera, lors de sa rencontre avec celui-ci, une onde analogue se propa- 
geant avec la vitesse — 0. 

15!2. — Si les deux quantités -r^ et 0' --^ sont égales entre elles pour 

l'extrémité à l'origine des temps, la courbure du cylindre Kj sera con- 
tinue. Mais la singularité étudiée au chapitre précédent pourra se produire 
pour les dérivées du troisième ordre de œ. L*équation (8') donne, effecli* 
vementy 



(13) 02 






égalité dont le premier membre nous est fourni par l'état initial du guz, et 
le second par le mouvement du piston. Lorsque cette égalité n'aura point 
lieu, il se produira une discontinuité du troisième ordre qui affectera suc- 
cessivement les différents points de la figure 10 projetés suivant d^ et qui, 
par conséquent, se propagera encore avec la vitesse 0. 

Comme précédemment, de telles discontinuités du troisième ordre pour- 
ront être de deux espèces, se propageant avec la même vitesse 6, mais dans 
des sens différents ; les unes naîtront à Textrémité a = du tuyau, les 
autres à l'extrémité a=L 

Si l'équation (13) était, à son tour, vérifiée, il pourrait cependant natlre 
une discontinuité du quatrième ordre ; et ainsi de suite. 

i53« — On voit même clairement ici comment pourrait se produire une 
discontinuité d'ordre infini. C'est ce qui arriverait si, la première nappe du 
cylindre K, (celle qui est fournie par l'état initial) étant analytique, la 
seconde nappe n*était point le prolongement analytique de la première, 
mais avait avec elle un contact d'ordre infini. 

1 54* — On pourrait enfin se placer au point de vue adopté au n^ 1 40, en 
considérant successivement deux mouvements Mi, M^ qui coïncident 
jusqu'à rinstant initial, mais pour lesquels les mouvements du piston 
a =: soient différents à partir de cet instant. Le cylindre K, serait alors 
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modifié à partir de la génératrice projetée suivante^,, ligne qui marquerait 
la loi suivant laquelle se propagerait la modification. 

Lors même que le mouvement du piston a = l resterait inaltéré, le 
cylindre K^ changerait (par suite du changement de la courbe r',) à partir 
du moment où celte propagation atteindrait l'extrémité du tube : là encore, 
il y aurait réflexion, 

155. — Revenons au cas d'une discontinuité née à Tinstant initial et à 
l'extrémité a = 0. 

En un point projeté sur d^f mais dans une région où la courbure du 
cylindre Ki est continue ainsi que ses dérivées, il y aura compatibilité : la 
discontinuité restera unique non seulement à Tinstant qui correspond à ce 
point, mais aux instants précédents et suivants. 

11 en sera de même pour un point projeté sur di seul, si du moins, à 
l'origine des temps, une discontinuité s'est produite pour a = l. 

Considérons, au contraire le point de rencontre des droite» c?j, rf^. Ce 
point correspond à une valeur /, de t pour laquelle existe une disconti- 
nuité unique. Seulement cette discontinuité affecte à la fois les deux 
cylindres Ki et K^. // n'y a point compatibilité : toute valeur de t diffé- 
rente de ti correspondra à une perpendiculaire à Taxe des t qui coupera d^ 
et rfj en deux points distincts. On voit bien ici, conformément à nos consi- 
dérations générales du n" 105, qu'une discontinuité sans compatibilité 
n*est autre chose que la superposition, à un instant isolé, de deux discon- 
tinuités qui se rencontrent. 

Dans le problème actuel, la condition de compatibilité se présente sous 
une forme particulière et très simple : elle est évidemment qu'une seule 
des deux fonctions /\ et /g, ait ses dérivées discontinues. Par exemple, si 6, 
est positif, il faudra que la dérivée seconde de la fonction /i n'éprouve 
aucune variation. Or, on a 

(14) [S] = if"] + in'] 

(14') [â] = «M-U']l- 

En éliminant [/*/] qui, lui, est en général différent de zéro, il vient 

(15, 2[^.';=»=[£]-î[kî]- 
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On aurait une troisième condition analogue à (14), (14') en envisageant 
raccélération. Mais, dans le problème actuel, celle-ci n*eslpasune quantité 
distincte : elle doit être considérée comme déterminée par l'équation (8), à 
Faide des autres dérivées du second ordre. La condition que Ton oblienl en 
l'introduisant n'est évidemment autre que (14). 

Si la discontinuité était d'ordre quelconque r?, on n'aurait de môme à 
considérer que les dérivées d*indice zéro ou un^ toutes les autres se calcu- 
lant en fonction des premières par le moyen de l'équation aux dérivées 
partielles. La condition de compatibilité correspondante sera donc 

(") r*]-:[«-T,]=«- 

\7M. — Maison n*aura pas seulement une seule condition de cette 
espèce, celle qui correspond à Tordre même de la discontinuité. Quel que 
soit cet ordre n^, on devra en outre écrire toutes les conditions (16), en 
nombre infini, correspondant aux différentes valeurs de n supérieures an,,, 
et qui seront les conditions de compatibilité d^ ordre supéineur^ dont nous 
avons obtenu la partie cinématique aux n*" 110-12*3. 

Par exemple, pour une discontinuité du second ordre se propageant 
dans le sens positif, on devra avoir les conditions (15) mais aussi les con- 
ditions qui expriment que la fonction /i a sa dérivée troisième, quatrième, etc., 
continues. 

Si, à un instant quelconque /i, ces conditions n'étaient pas vérifiées, la dis- 
continuité du second ordre marchant dans le sens i>ositif se doublerait d'une 
discontinuité du troisième, du quatrième, .... ordre qui se séparerait de la 
première aux instants voisins de /, et se propagerait dans le sens négatif. 

Ici, comme on le voit, ces conditions de compatibilité des différents 
ordres sont indépendantes les unes des autres. 

I ST. — La considération des deux fonctions f^ et /^ permettra d'expri- 
mer la compatibilité^ dans le problème actuel, niùme pour une disconti- 
nuité d'ordre infini (n° TO). 

Supposons en effet, que, dans une partie du tube, ^v et •— soient, à 

l'instant initial, des fonctions analytiques de a pour « << a, ; et que, 
pour a > «j, ces mêmes fonctions cessent d'ôlre le prolongement analy- 
tique des premières, leurs dérivées de tous ordres par rapport à a étant 
cependant continues pour a = a^. La condition pour que, dans cette dis- 
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continuité d'ordre infini, il y ail compatibilité avec propagation dans le 
sens positif est que la fonction ^ soit analytique et régulière. Or, cette 
fonction peut se calculer à l'aide des données précédentes par l'intermé^ 
diaire des équations (10) et (11). 

Siy en même temps que le mouvement Mj, on en considérait un autre M^ 
qui, à rinstant initial, coïnciderait avec M^ dans une région R du tube et 
en serait distinct dans une autre région R' conligUe à la première, les deux 
mouvements Mj et M^ seraient identiques, à un instant quelconque <, dans 
une certaine région R^ et distincts dans une autre région R'f. I^ point de 
séparation de ces deux régions irait en se déplaçant, avec la vitesse 0, en 
général vers la région R. On peut dire encore qu'il y aurait compatibilité 
si, au contraire, le déplacement de ce point avait lieu vers la région R'. 11 
faudrait pour cela que l'une des deux fonctions f^ et /*2, calculées comme 
nous venons de le dire, fût la même pour Mj et pour M,. 

1«>8* — L'étude de la propagation des discontinuités, telle que nous 
venons de la rencontrer, est en rapport direct avec la théorie des caracté- 
ristiques des équations aux dérivées partielles du second ordre, dont nous 
allons rappeler sommairement les principes, en renvoyant pour les détails 
aux traités bien connus de M. Darboux et de M. Goursat (^). Nous retrou- 
verons d'ailleurs cette théorie sous une forme plus générale dans les cha- 
pitres suivants (chap. Vil). 

Soit l'équation de Monge- Ampère, c'est-à-dire l'équation 

(17) A (rt — s') -h Br -h 2C5 -+- B'/ -h D =r 

dans laquelle r, s eit désignent les dérivées partielles du second ordre 
d'une fonction inconnue z de a; et de y ; pendant que A, B, B', G, D sont 
des fonctions données de x, y, Zy ainsi que des dérivées partielles du pre- 
mier ordre p et q. Si x, y, z sont considérées comme les coordonnées d'un 
point de l'espace, toute fonction z de x et de y satisfaisant à cette équation 
représentera une surface intégrale. 

Une telle surface est, en général, déterminée par les conditions de 
Cauchf/y lesquelles consistent à se donner, en tous les points d'une courbe y 



(*) Darboux, Leçons sur la théorie des surfaces, tome III, p. 263 et suiv. — CîouR- 
SAT, Ijeçons sur Vintéyration des erjuatimus aux dérivées partielles du second ordre, 
tome I. 
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du plan des x y, les valeurs de z et de ses dérivées premières |}, q. Celles- 
ci devront évidemment être telles que la relation 

(18) dz = pdx -4- qdt/ 

soit vériGée pour un déplacement effectué suivant y* 

Géométriquement, cela revient à se donner une courbe gauche F (pro- 
jetée suivant y) par laquelle doit passer la surface cherchée, ainsi que le 
plan tangent à cette surface en chaque point de la courbe. 

Pour résoudre le problème de Cauchy, c'est-à-dire pour déterminer la 
solution d*après ces données, on cherche d*abord les valeurs de r, ^ et ^ en 
chaque point de y : ces quantités doivent évidemment vérifier les con- 
ditions 

dp = rdx -h sdy, 
sdx H- tdy 

(les différentielles correspondant toujours à un déplacement eflectué sui- 
vant y) et, d'autre part, l'équation (17). Celte dernière est du second degré, 
du moins si A ;zf 0. Cependant, si l'on tire des équations (19) les valeurs 
de deux des quantités r, s et / en fonction de la troisième, le premier 
membre de (17) deviendra, par rapport à celle-ci, du premier degré. 

(Cela tient à ce que, si Ton considère, non plus a?, y et 5, mais 7-, s et f 
comme des coordonnées cartésiennes, la droite représentée par les équa- 
tions (19) est parallèle à une génératrice du cône asymptote de laquadrique 
qui correspond à (17) ). 

On trouve, en prenant 5 comme inconnue : 

s [a [dp dx -+- dq dy) -t- Bdy^ - 2 Cdxdy -h E'dx^] 



ïl=: 



(20) 

= Adpdq -^ Bdp dy -+• B'dq dx + Ddx dy 

Dans les équations que nous aurons à étudier^ le coefficient A est 
d'ailleurs nul et le caractère linéaire des équations (17), (19) apparait à 
première vue. 

Un calcul tout semblable fera connaitre les dérivées du troisième ordre 

— -»> — ~—i — "-, et d'une manière erénérale les dérivées de tous ordres de 
k\c^ ôo;^ ùy ^xi^y^ ° 

la fonction cherchée en chaque point de T. 

Si donc on sait que cette fonction est holomorphe, elle est parfaitement 
détei^minée, puisqu'on a tous les coefficients de son développement. 

Inversement, d'ailleurs, lorsque les données sont analytiques et régu- 
lières, on démontre, à Taide du théorème de M"^® Kowalewsky (*), que la 



(») Comparer ch. VII, no 281. 
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solution ainsi déterminée existe : il résulte de ce qui précède qu'elle est 
unique. 

150* — Mais il en est autrement si l'équation du premier d^ré (20) 
est impossible ou indéterminée, ce qui arrive pour 

(21) A (dpdx -H dq dy) -+- Bdy^ - 2Cdxdy -h B'da^ = 0. 

Si cette condition est seule vériGée, le problème qui consiste à cher* 
cherr. set < est en général, impossible. Ecartant cette hypothèse sur 
laquelle nous aurons à revenir plus loin, nous admettrons que les équa- 
tions (17) et (19) sont compatibles. La condition pour cela est que Ton 
ait, outre l'équation (21), la suivante 

(22) Adpdq -h Bdp dy -+• Wdq dx -h Ddx dy = 0. 
Si A est nul, Téquation (21) se réduit à 

(21') Bdi/^ — 2Cdx dy 4- B'dx^ = 0. 

Elle définit, pour chaque système de valeurs de a\ y, s,p^ q, deux va- 
leurs \i et X, du coefficient angulaire l = -^ de la tangente à f. 

Si Ton a, par exemple ^-^ = Xj, la relation (22) devient 

(22') Xi [Bdp -h Ddx) h- B'dq = 0. 

Lorsque les conditions (21) et (22) sont vérifiées, nos équations ne déter- 
minent plus r, s et t, et il semble que l'une de ces trois quantités puisse 
être choisie d'une façon entièrement arbitraire en chaque point de y- 

Ce n'est point toutefois ce qui a lieu : Si, en effet, on considère les déri- 
vées suivantes —^ i — ,-- « — ^ , on voit que les équations qui doivent les 
«c^ ^x^csy ^xày^ i ^ ^ 

fournir ont également pour déterminant le premier membre de (21) (ce qui 
est évident pour A = 0, les coefQcients de ces équations étant alors les 
mêmes que ceux des équations (17), (19)) : il y aura donc une condition 
de possibilité^ laquelle consiste en une équation différentielle linéaire du 
premier ordre à laquelle doivent satisfaire r, s et t. Le choix de ces der- 
nières ne comporte donc qu'une constante arbitraire. Quant aux dérivées 
du troisième ordre, une fois vérifiée l'équation différentielle dont nous 
venons de parler, elles deviendront à leur tour indétermifiées ou plutôt, 
comme le montre la considération des dérivées quatrièmes, elles dépen- 
dront d'une nouvelle constante arbitraire. 
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Chaque ordre de dérivatioQ introduira ainsi une nouvelle constante. 
Il y a donc lieu de penser que le problème posé admet, cette fois, une 
infinité de solutions. On démontre (^) que c*est ce qui a lieu en effet. 

160* — Supposons maintenant que l'on parte d'une surface intégrale S 
donnée. Sur cette surface, l'équation différentielle (21) définira deux 
familles (une courbe de chaque famille passant par un point quelconque 
de la surface) et sur chacune d'elles on aura d'ailleurs la condition (22) 
puisque le contraire serait en contradiction avec Texistence même de la 
surface £. 

Les courbes ainsi définies sont dites les caractértstiqtces situées sur la 
surface. 

16 !• — Demandons-nous maintenant s'il peut exister une autre surface 
intégrale tangente à la première tout le long d*une courbe F. D'après ce 
qui précède la condition nécessaire et suffisante à cet effet sera que T soit 
une caractMstiqtùe, du moins si Ton suppose les deux surfaces analy- 
tiques. 

Nos raisonnements n'excluraient pas, à la rigueur, l'existence de deux 
surfaces intégrales (non analytiques) ayant entre elles, suivant une 
courbe r, caractéristique ou non, un contact d'ordre infini ('). 

162. — De la propriété fondamentale des caractéristiques résulte évi- 
demment que ces courbes seront conservées dans tout changement de va- 
riables. 

Plus génér^lemeat, les caractéristiques sont conservées dans toute trans- 
formation de contact ('). 

Considérons, par exemple, la transformation de Legendre qui, aux 
variables j?, y, ^ et aux dérivées partielles p, q fait correspondre des quan- 
tités analogues x^, y^, ^,, Pj, ^i définies par les formules 

^1 = jo. yi = q, z^=pa) H-qy — z. 

Pi =a),q^= y. 



(ï) Voir plus loin, ch. VII, no 319. 

(^) Voir la note I à la fin de l'ouvrage. 

(3) Pour la définition et les propriétés fondamentales des transformations de con- 
tact, voir Goursat, Leçons aur Vintégratitm aux dérivées partielles du premier 
ordre, ch. xi, Paris, Hermann. 
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Dans celte transformation, les nouvelles valeurs des dérivées secondes 

sont 

t s __ r 

^1 — rt — «*' ^* — "' r< — 5«' ^« — H — «*• 

Appliquée à Téquation (17), celte transformation donne une équation 
analogue dans laquelle A, B, B', C, D sont changés en D, B', B, C, A. 

D*ailleurs, deux surfaces tangentes quelconques sont changées en doux 
surfaces tangentes. Donc les caractéristiques de la nouvelle équation corres- 
pondent à celles de la primitive. 

Ce que nous venons de dire pour la transformation de Legendre peut 
d'ailleurs se répéter pour toutes les transformations de contact : celles-ci 
changent une équation quelconque de la forme (17) en une équation de 
même forme et les caractéristiques en caractéristiques. 

163. — On doit toutefois se rappeler qu'à une intégrale de Tune des 
équations ne correspond pas toujours une intégrale proprement dite de 
l'autre, parce qu'à une surface, la transformation considérée peut faire 
correspondre une courbe (ou même un point unique). C*est ainsi que, dans 
la transformation de Legendre (qui équivaut, comme on sait, à une trans- 
formation par polaires réciproques) toute surface développable est changée 
en une courbe. Lie (^) a indiqué une définition générale de l'intégrale 
d'une équation telle que (17), d'après laquelle une telle courbe peut être 
considérée comme une intégrale de cette équation, au même titre qu'une 
surface. Sans reprendre les considérations d'où on tire cette définition, on 
peut dire qu'une courbe est une intégrale dégénérée de l'équation (17), si 
la surface développable en laquelle elle est changée par la transformation 
de Legendre est une intégrale de Téquation transformée. 

164. — Enfin, si A étant nul, les coefficients B, B', G sont fonctions 
de OD, y seuls, l'équation (21') pourra être considérée comme une équation 
différentielle ordinaire entre ces deux quantités. Si le discriminant BB' — O 
est diiïérent de 0, celte équation aura deux séries de courbes intégrales 
distinctes que nous pourrons désigner par X = const., Y = const. En 
prenant comme nouvelles variables indépendantes X et Y, on fera dis- 
paraître r et / de l'équation. 



(*) Voir Goursat, Leçons sur V intégration des équations aux dérivées partielles 
du second ordre^ tome I, pages 49-51. 
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16IS* — L'application de ces résultats à la théorie de la propagation du 
mouvement est immédiate. 

Si, en eflet, deux mouvements de notre masse fluide sont en disconti- 
nuité du second ordre, ils correspondront, dans le mode de représentation 
géométrique qui vient de nous servir^ à deux surfaces intégrales tangentes 
entre elles tout le long d^une ligne, puisque, en tout point où il y a dis- 
continuité, les dérivées premières ne changent pas de valeur. Une telle ligne 
est nécessairement, diaprés les résultats précédents, une caractéristique. 

Si la discontinuité était d'un ordre supérieur au second, celte conclusion 
ne serait pas modifiée. Nous avons vu, en effet, que si les dérivées pre- 
mières et secondes de l'intégrale cherchée sont données le long de la 
courhe F, les dérivées troisièmes auront des valeurs parfaitement déter- 
minées (de sorte qu'il ne pourra pas se produire de discontinuité du troi- 
sième ordre) si la courhe r n'est pas une caractéristique, au lieu qu'elles 
pourront changer dans le cas contraire. 

Les mouvements compatibles seront évidemment ceux dont les surfaces 
représentatives se raccorderont ainsi suivant une ligne T. 

Pour l'équation (8'), les coefficients sont respectivement 1, et 6^. La 

caractéristique correspondra donc à -y- = rt 0. Cette quantité ± 6 repré- 
sente évidemment la vitesse de propagation, les deux familles de carac- 
téristiques correspondant aux deux sens dans lesquelles cette propagation 
peut s'effectuer. 



§ 2. -. CAS CÉNÉUAL 



I6G* — Occupons nous maintenant d'étudier la propagation de ces dis- 
continuités sur l'équation du mouvement telle que nous l'avons primiti- 
vement obtenue, et non sur Téquation (8') que nous lui avons arbitraire- 
ment substituée. 

Cette étude n'offre d'ailleurs aucune difficulté, soit qu'on emploie les 
considérations développées au chapitre n, soit qu'on ait directement recours 
à la théorie des caractéristiques. 

Partons, à cet effet, de l'équation du mouvement sous sa forme la plus 
générale (5) telle que nous l'avons obtenue au n° 143, savoir 
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Supposons que, pour une valeur déterminée de a et un instant déler- 
miiié /, le mouvement présente une discontinuité du second ordre. Sup- 
posons d'ailleurs qu*il y ait compatibilité et soit la vitesse de propagation. 
Kn désignant respectivement par les indices 1 et 2, ce qui se rapporte aux 
deux régions séparées par la discontinuité, on devra avoir 



(23) 



(CS). -(?).=. "[(S).- (S),} 



Mais les quantités (']^)^. ('g^)^; (g)^, (g) ^ doivent saUsfaiie 

séparément à l'équation (5) dans laquelle les dérivées premières ont les 
mêmes valeurs de part et d'autre. En retranchant membre à membre les 
deux relations ainsi écrites, il vient. 






ou 

(24) 02=-i-îî? 

Pu *^^ 
OU 

(24') 02 = 4^(0,) 

4'(oi>) étant la quantité définie par la formule (7). 

Nous avons ainsi la valeur de la vitesse de propagation 0. La théorie des 
caractéristiques nous aurait conduit au même résultat, 6 n'étant autre que 

le coeiûcient angulaire -7- de la tangente à la caractéristique, Lequel est 

fourni par l'équation (21'). 

La quantité est la vitesse du son dans le gaz, sous la pression et à la 
température considérées. C'est en eflet la vitesse avec laquelle un mouvement 
quelconque (tel qu'une vibration sonore), se propage dans ces conditions. 

1&7. — Les relations (23) nous font, en outre, connaître les conditions 
de compatibilité. Si Ton considère le mouvement du fluide comme déter- 

miné par les positions et les vitesses des molécules à l'instant t, — j sera 

une inconnue que Ton devra tirer de l'équation (5). 
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Au contraire, -p et ■— : sont des données de la question, lesquelles 

sont discontinues pour la valeur considérée de a. Entre ces données on 
devra avoir, pour qu'il y ait compatibilité, la première relation (23), dé- 
signant la racine carrée de l'expression (24), prise avec un signe qui dé- 
pendra du sens de la propagation ('). 

Dans le cas contraire, la discontinuité se divisera (^) en deux dont l'une se 

propagera avec la vitesse -+- i / ^, Tautre avec la vitesse — \ / - z^-* 

^ ^ ^ \ Po^^ V Po ^w 

Si la discontinuité était d'ordre supérieur au second, nous savons, d après 
la théorie des caractéristiques, que la vitesse de propagation ne changerait 
pas de valeur. Pour obtenir le même réftultat en partant de nos considé- 
rations cinématiques, il sufGrait évidemment de remarquer que les varia- 
tions dérivées p»*«ne« ^ étant Tordre de la discontinuité) formeraient alors 
une progression géométrique de raison et de substituer d'autre part ces 
variations dans l'une quelconque des équations obtenues en différenciant 
p — 2 fois (5). 

Il est clair, également, que l'expression de la vitesse de propagation ne 
serait pas changée si, parmi les forces accélératrices, en figurait une qui 
soit fonction de la vitesse, ou si, d'une manière générale, la force X dépen- 
dait d'une manière quelconque, non seulement de œ, a et t, mais des 
dérivées premières de x par rapport à a et à ^ 

168« — D'après ce qui précède, il est impossible de traiter de ta dyna- 
mique des gaz sans tenir compte des discontinuités qui s'y propagent : leur 
absence suppose un accord tout excoptionnel entre les données initiales et 
les mouvements des parois. 

Cette circonstance ne se présente pas dans la dynamique des liquides, où 
l'on n'a jamais à étudier que des mouvements continus ou tout au plus dos 
discontinuités stationnaires Q), 

Elle constitue une difficulté toute spéciale de l'étude des gaz. On voit, en 
effet, qu'avant d'essayer de former les équations du mouvement, il est 
nécessaire de déterminer dans quel domaine ces équations seront valables : 
ce domaine étant limité par des ondes dont il faut étudier la propagation. 



(») Comparer ch. v, n<> f 4S. 

(2) Nous reviendrons sur ce dt-doublement, dans le cas général de l'espace au 
ch. V, n» tSm. 

(3) Voir ch. V, n<» f 44-146. 

Hadamard 11 



162 CHAPITRE IV 

Aussi possède-l-on très peu de résultais généraux sur les mouvemcnls 
des gaz. Presque tous sont relatifs au mouvement rectiligne traité par 
Riemann et Hugoniot dans les Mémoires cités, et dont nous allons nous 
occuper maintenant. 

160« — - Nous nous bornerons au cas où le gaz est primitivement (ou, 
du moinsy peut avoir été à un instant quelconque), à une pression et à une 
température uniformes, de sorte que Téqualion du mouvement se réduit à 

(8) ô?" = *(^)^« 

OÙ <KtD) représente, comme nous lavons vu la fonction <}•' (w) et où 

Po 

(0 est la dérivée partielle --. Quant à l'autre dérivée partielle , elle n'est 
autre que la vitesse u. 



La vitesse 6 du son est égale à dz V^'Kw), et c'est ce qu'exprime Téqua- 
tion (21'). Ecrivons, d'autre part, Téquation (22') : celle-ci nous donnera 
(p devant être ici remplacé par m et ^^ par w) 



Celte équation est intégrahle. En posant 



(25) V^<;(a)) = x'(co), 

où il est entendu que le radical du premier membre est pris avec le signe 
H-) elle donne 

(26) ^ — y (w) = constante. 

t70« — Ainsi chacune des familles de caractéristiques admet une com- 
binaison intégrable. Cette remarque a conduit Riemann à prendre comme 
variables indépenJantes les quantités 

qui donnent 

(28) «=4^. 

(28') y^(o,)z=l^. 



MOUVEMENT RBGTILIGNB DBS GAZ f63 

Four effectuer ce changement de variables, nous commencerons par 
opérer la transformation de Legendre, c*est-à-dire par prendre pour varia- 
bles indépendantes u et a>, et pour fonction inconnue la combinaison 

(30) z = t»i a -^ul — X 

dont les dérivées partielles par rapport au et t» ne sont autre que ^ et a ; 
les nouvelles valeurs des dérivées secondes se calculent par les formules 
du n"" 163 et l'équation (8) devient 

Il est maintenant aisé de passer aux variables £, t^ : il vient 
ou, en tirant (o de Téquation (28') 

/* étant une fonction déûnie par la relation 

(33) /[2xH] = î,^- 

L'équation est ainsi rapportée à ses caractéristiques : elle a la forme de 
Laplace 

171 • — C'est précisément à propos de l'exemple qui nous occupe que 
Riemann Q) a été conduit à imaginer sa méthode d'intégration, étendue, 
comme on sait, par M. Darboux à l'équation générale (34). 



(1) L*inconnue considérée par Riemann n'est pas ^, mais une quantité w définie 
comme une intégrale de différentielle totale exacte, par la formule 

du; = -^(d\ + drù + cox'(<-) (ô-f ^Ç - 5^ ^-^) 

laquelle équivaut à la formule (3) (§ II) du Mémoire de Riemann (page 183 de la 
traduction française), les relations qui servent è passer des notations de Riemann 
aux nôtres étant 



A' (p) = wx' Mf /(?) = - X W. ^ = 2 



= î. . = -1- 
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Rappelons que celle mélhodc(') est à beaucoup d'égards analogue à celles 
dont nous avons parié au chapitre I. Elle repose sur une identîlé (ou(e 
semblable à celle de Green, savoir 

(35) / / ^KS{z) - zQ (î)] di dr, = / Mdti - Nc?{, 

dans laquelle 

zeiK désignent deux fonctions régulières quelconques ; 
^T(^), le premier membre de Téquation (34) ; 
(ï). Je premier membre de Téqualion 

(36) ffl«)=,|^-»|_*'^ + (.-»-î^)c = 0, 

dite Vadjointe de la proposée ; 
M, Ny les expressions 



(37) 






rintégrale double étant étendue à une aire quelconque du plan des ( ti, et 
rinlégrale simpje du second membre, au contour de cette aire. 

Celte identité étant posée, la résolution du problème de Gauchy pour 
Téqualion (34), la courbe -f étant un arc quelconque du plan des Çtj assu- 
jetti à la condition de n'être coupé qu'en un seul point par une parallèle 
quelconque à Taxe des ^ et un seul point par une parallèle quelconque à 
Taxo des t) : — autrement dit, le calcul en un point quelconque A (E', V) 
(fig. 11) d'une intégrale z de l'équation (34), donnée par ses valeurs et 



LVquation aux dérivées partielles d<> Rieinann esl donc une transformée de l'équa- 
tion (32). 

Les transformations de cette espèce, applicables à une équation de Laplace et où 
intervient l'intégration d'une différentielle totale exacte, ont été déterminées par 
M. Darboux {Leçons sur la théorie des Surfaces, liv. IV, ch. viii, n« 4LQM), Celle 
qui conduit à l'inconnue w correspond, dans la notation de M. Darboux, à 

{1 = — 2wx'(w), 

la fonction p de M. Darboux étant égale à (*>// ((<>) et la solution «'de l'équation (32) 
qui conduit à cette valeur de p n'étant autre que s' = u. 
(ï; Darboux, Leçons sur la théorie des sur/aces, liv. IV, oh. iv (tome II). 
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ses dérivées premières en chaque point de y, — se ramène à ia formation 
d'une fonction g (Ç, t, ; Ç', tj') qu'on peut regarder comme correspondant à 
la fonction de Green. Cette fonction g est déûnie paria triple condition : 

i*" De satisfaire à Téquation @ = 0, lorsqu'on la considère comme fonc- 
tion de S, Ti (^' et r{ étant constants) ; 

2" Dese réduire, pour Tj = Và « ^ et, pour J = Ç', a e'^ ^« 

Elle présente une propriété de réciprocité analogue à celle de ia fonction 
de Green, et qui se démontre d'une manière toute semblable (^) : l'expres- 
sion g i^y 7] ; ^ r\') ne change pas lorsqu'on permute entre eux les points 
Ç, ^1 ; 5', V> en même temps que les polynômes différentiels g, ^(fait qui 
est immédiatement évident pour les con- 
ditions 2°, mais non pour la condition 1®]. 
Cette fonction g étant formée, on la 
substituera pour C dans l'identité (35), 
moyennant quoi le premier membre dis- 
paraîtra, z étant la fonction inconnue 
cherchée. Quant à l'aire d'intégration, on 
la limitera d'une part par la courbe 7, de 
l'autre par les parallèles A B, A C (fig. 11) 
menées respectivement aux axes des \ et 
des i\ par le point A. 

En vertu des propriétés supposées à la fonction g^ l'intégrale I }Adr\ — No?^ 

se réduira, sur A B à ^ [[^9)^ "" ^a]» ^"'* -^ ^ ^ 5 [{^9)c ~ -^r^], et l'on 
aura 




Figli 



(38) 



^A = 2 [(^^)b -+- (^^)c] 



— / Mrfri — 



NrfS. 



formule qui résout la question, puisque, dans le second membre tout est 
directement exprimable à l'aide des données. 

Inversement, si la courbe y satisfait à la condition géométrique indi- 
quée plus haut, et si, bien entendu, les valeurs de z et de ses dérivées 
données vérifient, sur y» la relation 



(39) 






(0 Darboux, ZéOC» oit.j no S69. 
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la formule précédente définit bien une fonction remplissant les conditioni 
du problème. 

Si, au lieu de l'équation ^= 0, on avait à intégrer l'équation 

sr=f, 

f étant une fonction donnée de ;, r^, la même méthode réussirait encore, la 

iormule(38)étant8implementcomplétéeparrintégraledouble I l fgi\ir^ 

étendue à notre triangle curviligne : c*est ce qui résulte immédiatement de 
la formule générale (35). 

I73« — EnOn, la même méthode s'applique également au cas où la 
courbe y est remplacée par un système de deux caractéristiques, les valeurs 
de z seul étant données sur chacune de ces deux lignes. La formule (88) 
est alors remplacée (pour l'équation sans second membre) par 

/o >^o 

t7a, — Onne dispose pas d'une méthode générale pour calculer la 
fonction de Riemann g (;, r^ ; W r/). Mais on est assuré de l'existence de 
cette fonction dès que les coefficients de l'équation sont analytiques et ré- 
guliers [^) ou même plus généralement dès qu'ils sont continus et déri- 
vables (^). 

Dans ces conditions, il résulte évidemment de ce qui précède que si la 
courbe y n'est coupée qu*en un seul point par une parallèle à Taxe des \ et 
en un seul point par une parallèle à Taxe des r^ (ainsi que nous l'avons 
supposé) l(î problème de Cauchy admet une solution et une seule. 

I)*une manière plus précise, si la fonction z et ses dérivées sont données 
tout le long d*un ave PQ satisfiiisant à la condition précédente, cette fonc- 
tion est délerminéf^ dans tout le rectangle qui a pour sommets opposés PQ 
et dont les côtés sont parallèles aux axes. 

1 74. — Ceci nous permet de combler pour les équations dont nous nous 
occupons en ce moment, une lacune dont nous avons signalé l'existence 



(»j Darboux, L0OC. cit.^ tome II, pages 91-94. 

(* Darboux, Loc, cit., tome IV, pages 355-359 (Note de M. Picard). 
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un peu plus haut (n° i61). Supposons en effet que Téqualion (17) ait la 
forme de Laplace : alors nous pourrons affirmer que deux surfaces inté- 
grales, analytiques ou non, ne peuvent avoir entre elles un contact même 
d'ordre inGni tout le long d'une ligne sans que cette ligne soit une carac- 
téristique, puisque pourrait alors considérer en particulier, sur la ligne en 
question, un arc le long duquel { et t) soient chacun constamment croissants 
de manière que la donnée de z et de ses dérivées premières le long de cet 
arc détei-mine complètement cette fonction dans le voisinage. 

Cette conclusion s*étend à Véquation (8). Considérons en effet le pro- 
blème de Cauchy pour celte équation, c'est-à-dire supposons qu'on se 
donne une série de valeurs de a, t, (o, u, x, dépendant d'un paramètre. Ce 
problème peut être immédiatement ramené au problème analogue relatif à 

Téquation (31), puisqu'on connaîtra z et ses dérivées -- = a et — = < pour 
une série de valeurs de a> et de u. 

La condition nécessaire et suffisante pour que ce problèlne cesse d'être dé- 
terminé est donc que la série de valeurs ainsi considérée soit caractéristique. 

Physiquement parlant^ si l'on imagine successivement deux mouvements 
M et M' de notre masse fluide, lesquels coïncident pour ^ ^ ^o* ^ "^ ^o) ^^^ 
mouvements coïncideront encore^ pour une valeur de t supérieure à t^^ jus- 
qu'à la valeur de a atteinte par l'onde partie de a^ et se propageant avec la 

vitesse négative — ^^ (c») ; autrement dit, jusqu'à la valeur. 






S/^ (w) dt. 



Ce résultat n'avait été, jusqu'ici, établi' en toute rigueur qu'en supposant 
les mouvements en question analytiques de part et d'autre de l'onde. 

i75« — Dans le cas des gaz parfaits, nous avons trouvé 
(20 cp(w) = Aw-« 

et, par suite, 

(41) ^(a)) = *'u,-— *, k' = — . 

Po 

/ — — *» 4-1 
/' ((*)) est donc égal kyk'oi * . 
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Comme celte quantité représente la vilessedu son, la constante s/ k n'est 
autre que la intesse X du son dans Vétat initial : on a 

Si y comme cela a lieu dans la loi de détente de Poisson, m est différent 
de l'unité, il vient (en négligeant la constante additive) 



2s/k' -'-"—' 2X 

y (wl = i (I) * = -r W 

(43) < . m . 



IJ-1 
s 



8 



et, par conséquent, la fonction / définie plus haut (formule 33) a la 
valeur 

On est ainsi amené à Véquation d'Euler 

Lorsque p est un entier, Tinlégrale générale de cette équation s'exprime 
en termes finis : elle est (') 

où X et Y sont des fonctions arbitraires Tune de ?, l'autre de r,. 

11 se trouve que ce cas est approximativement celui de la loi de Poisson. 
La valeur généralement admise pour le coefficient w (rapport des deux cha- 
leurs spécifiques) est, en eflet 1,41 ; et l'hypothèse m = 1,40 donne- 
ncrait p = 3. 

ITO. — Mais quel que soit p, la méthode de Hiemann permet de • 



(») Darroux, loc. cit., no S5S (tome lï, p. 05). 



MOUVEMBNT RBCTILIGNB DBS GAZ 169f 

résoudre le problème de Cauchy. On peut, en effet, former la quantité g : 
ou trouve (*) 

(48) !7ai;«'.V) = (V-0-P(l-î')~^^-^)*^*'(P.P.*'') 
9 désignant le quotient 

(S - X) (^ - •^') 

'-(5-V)(^-0 

et F la série hypergéo métrique 



(49) 



^ p(^ + l)...jP + n-l) r ,„ ^ 



177. — Nous avons exclu tout à Theure le cas de m = i, c'est-à-dire 
celui de la loi de Mariotte où cp ((«) est donné par la formule (2). Dans ce 
cas, on a 

(50) X'W = ^, 

(50') xH = V^*^'og'- 

et la quantité '^} , \ donne simplement la constante — 4^ = — 777 • 

•/. H vA 

L*équation (32) est donc 

laquelle peut d'ailleurs, par le changement de variable ^ =c^ (^ "" '^^ ^p 
se Iransformer en 

(52) |£i^^,.=0. 

Enfin Ton peut même réduire / à l'unité, en prenant pour nouvelles 
variables indépendantes /^ et li\. 

L'équation ainsi obtenue, ou plutôt une équation aisément réductible à 
celle-là, est connue sous le nom d*équatw7i des télégraphistes. La fonc- 



(1) Ibid., Qo S60. 
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lion de Riemann ^ (Ç, y) ; J', t^') est également connue pour l'équation des 
télégraphistes et par suite, pour l'équation (51) ; on a 

(53) ^(î.Ti;?',V) = c'I-.-V-«-?')]j(/(5_{')(^_V)) 
OÙ J désigne la fonction de Bessel 

1 99. — La loi de Mariette étant un cas limite de celle qui est représentée 
par la formule (2'), les résultats que nous venons d*obtenir doivent pouvoir 
se déduire de ceux qui ont fait Tobjet des n»* 1 95-17K* Il semble au pre- 
mier abord, qu^il u en puisse être ainsi et que, par exemple, Téquation (51) 
ne puisse dériver de (46). 

Pour cette déduction, il est, en effet, nécessaire de tenir compte de la 
constante addilive h qui aurait dû être ajoutée au second membre de (43). 
C*est, comme ou sait, en faisant croître indéfiniment cette constante 

lh= --~:^ ) que l'on passe de la formule (43) à la formule (50'j pour m — 1 

infiniment petit. 

Augmentons donc 2 ^ ((«>)) ou son égal ^ — t], de la constante /(, et rempla- 
çons en môme temps, ^ par Ih. L'équation (46; deviendra 

et si, maintenant, on fait croître h indéfiniment on retombera sur (51). 

Le même calcul peut évidemment s'opérer sur la fonction de Riemann 
donnée par la formule (^48), et qui peut s'écrire 

i7(Ç.'!;?'.V) = (^:^f (^^)^(P.P.*.')- 

Si nous remplaçons ») — $, t] — $ par ») — Ç + ^, i^i' — ï + ^ et p par Ih le 
premier facteur deviendra 

— . W \lh 






et tendra vers e^ (^»"~'^«') pour h infini. Le second facteur aura de même pour 
limite e^(^'-^). 
Quant à la série hypergéométrique Y \^, p, 1, a), elle a bien pour limite la 
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fonction de Bessel qui figure dans la formule (53) : le lerme général de la 
série F, est, en effet, 

Jp(P-<-l)...(P-<-n-l)]' 
' nT^ 

^ [a-^O(Tl-V)]" [lh(lh-h^)....{lh-i-n-^)]\ 

[(5-V-A)(i)-5'-i-A)]" ni' 

ce qui fait bien j — rri , pour h = oo , 

179« — Le problème de Cauchy, résolu, comme nous venons de le 
voir, par la méthode de Riemann, est-il la traduction mathématique du 
problème physique qui nous est posé ? 

Pour répondre à cette question, considérons d'abord le cas d'un tuyau 
indéfini, en supposant qu'on se donne les positions des molécules et leurs 
vitesses à l'instant initial, en tous les points. Dans ces conditions, x et ses 
deux dérivées premières ta ei u seront connues, quelque soit a, pour ^ = 0. 

Nous sommes donc conduits au problème de Cauchy relatif à l'équa- 
tion (8). 

Or nous avons vu que ce problème revient au problème analogue relatif 
à l'équation (32). 

Toutefois une objection se présente à l'esprit. Nous ayons remarqué que 
la possibilité du problème de Cauchy est subordonnée à ce fait que sur la 
courbe y, ? et r^ sont toujours croissants ou toujours décroissants. Or il n'y 
a aucune raison pour qu'il en soit ainsi lorsque ^ et n sont déduits de la 
distribution donnée des molécules etde leurs vitesses. ^, par exemple, peut 
fort bien avoir un maximum lorsque a varie, i restant nul. Seulement, il 
n'en résultera pas nécessairement l'impossibilité du problème posé primi- 
tivement, z pourra, en effet, avoir plusieurs valeurs différentes pour un 
môme système de valeurs de w et de w, si à ce couple de valeurs de w, w 
correspondent plusieurs systèmes de valeurs des variables indépendantes 
données a, t. Non seulement il peut en être ainsi, mais u ei ui peuvent 
être constants, z prenant toutes les valeurs possibles : c'est ce qui arrive 
pour le cas le plus simple, celui du fluide en repos (a; = a ; w = 0, w := i). 
En un mot, — et ce fait, que nous retrouverons dès les numéros suivants, 
est évident d'après ce que nous avons vu au n^ 103, — une singularité 
de z considéré comme fonction de u, oi ne donne pas nécessairement, après 
la transformation de Legendre, une singularité de x considérée comme 
fonction de a, t. 
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Malheureusement, l'inverse peut évidemment se produire. Ayant obtenu 
une valeur de z en fonction de u et de lo, il faudra, pour la considérer 

comme acceptable, calculer les dérivées - =a, — = ^ et s'assurer, i° que 

ces quantités peuvent être prises comme variables indépendantes; 2* qu'elles 
prennent bien tous les systèmes de valeurs possibles pour lesquels t >> 0. 
L'examen des conditions moyennant lesquelles il en est ainsi présenterait 
sans doute quelques difficultés. 

180. — Considérons maintenant le cas du cylindre limité par des pis- 
tons. Alors X et ses dérivées ne seront connus que pour < a < /, et Ton 
aura ainsi seulement, dans le plan des \ tj, un ave de courbe le long de z 
et de ses dérivées par rapport à u et co seront connus. Ces données permet- 
tront de calculer z dans un rectangle du plan des \ y) {fig, il). Dans le 
plan des ai^ ce rectangle correspondra évidemment à la série des portions 
du tube quiy à chaque instant, ne sont pas encore atteintes par les ondes 
issues des extrémités. 

En dehors de la région du plan des ai ainsi obtenue, il faudra tenir 
compte des conditions fournies par le mouvement du pistton. Or il est aisé 
de voir que celles-ci ne peuvent pas être transformées comme les précé- 
dentes. Elles nous font connaître, en effet, pour chaque valeur de ^, la va- 
leur de X, et par conséquent, celle de u, a étant égal à ou à ^. Mais la 
valeur de w ne nous est pas donnée. Il est donc impossible de tracer à priori 
la courbe correspondante du plan des $ r^. 

La transformation de Legendre et la méthode de Riemann ne peuvent 
donc conduire à la détermination du mouvement dans ces nouvelles con- 
ditions. C'est par une étude directe qu'il y aurait lieu de tenter cette déter- 
mination, et il est aisé de voir à quelle sorte de problème analytique on 
Hcrait ainsi conduit. 

Le mouvement cherché doit, en effet, être compatible avec le mouvement 
primitif, dans lequel il se propagera suivant suivant une onde dont la 
marche est connue. Nous connaîtrons donc la valeur de œ le long d'une 
ligne du plan des at, à savoir celle qui représente cette onde et qui est 
une caractéristique (*). x est, d'autre part, également donné, (par le mou- 



(1) Il doil y avoir concordance (suivant cette ligne) non seulement des valeurs de œ, 
mais aussi de celles des dérivées u et u. Mais, comme plus loin (note de la 
page 174) cette concordance des dérivées résultera de la première, pourvu qu'elle ait 
lieu initialement, c'est-à-dire pourvu que la vitesse initiale du piston soit éf^ale à 
celle des molécules qui l'avoisinent. 
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vement du piston) le long d'une autre ligne sécante ù la première, savoir 
la ligne a = (ou a = l). C'est par cette double condition qu'il faudrait 
déterminer une solution de l'équation (8). 

Le problème ainsi posé est beaucoup plus difficile que celui de Gaucliy, 
môme dans le cas d'une équation linéaire. On sait ('), lorsque les données 
sont analytiques, établir Texistence d'une solution holomorphe, mais non 
mettre cette solution sous une forme sufGsamment simple et utilisable. 

Hugoniot a, au contraire, montré que ce résultat peut être atteint dans 
un cas important, celui où le gaz est primitivement en repos. 

181. Les mouvements compatibles avec le repos. — Supposons pour 
/ zrr 0, le gaz en repos, à une pression et à une température uniforme dans 
une portion que nous prendrons pour état initial. Communiquons a l'un 
des deux pistons, celui qui correspond à a ^ 0, un mouvement quelconque, 
sans toutefois qu'il y ait jamais de changement brusque de vitesse. 

Un mouvement prendra naissance au contact de ce pislon, mouvement 
qui se propagera dans le sens positif avec la vitesse X = y' (1) du son. Ce 
mouvement et l'état primitif du gaz, à savoir le repos, seront co?npalible$. 

Il cessera d'en être ainsi à partir du moment oii le mouvement ainsi créé 
est rencontré par le mouvement analogue produit par le piston situé à 
l'extrémité ly si ce pislon est mobile. A ce moment naîtra un troisième 
mouvement compatible avec les deux premiers mais non avec le repos. A 
ce troisième mouvement, la théorie d'Hugoniot, telle que nous allons la 
présenter, n'est plus applicable. 

Nous saurons néanmoins écrire son équation, une fois connues les deux 
premières. 

En effet, la surface intégrale qui le représente se raccorde avec chacune 
des deux premières suivant deux caractéristiques de systèmes différents : 
savoir, une caractéristique î = consl. pour le premier des deux mouve- 
ments dont nous avons parlé plus haut (puisque la propagation du troisième 
mouvement s'y fait dans le sens négatif), une caractéristique r^ = const. 
pour le second. Sur chacune de ces caractéristi({ues on connaîtra la série 
des valeurs de a, l, x, i/, w et par conséquent celle de ;: et de ses dérivées 
premières. Toutes ces quantités sont en effet supposées connues dans les 
deux premiers mouvements, et ne sont pas altérées par la discontinuité 



(•) Picard, in Darboux, Loc. cit,, tome IV, p. 361-362 ; Goursat, Leçons sur Vintè» 
gration des équations aux dérivées partielles du second ordre^ tome 11, p. 303. — 
Voir plus loin ch. VII. 
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puisque celle-ci est au moins du second ordre, z étant connu sur les deux 
caraclérisliques (*), on est ramené au problème du n° 172. 

Mais que le second piston reste en repos ou non, il arrivera toujours un 
moment ou un nouveau mouvement prendra naissance ; c'est celui où 
Tonde partie de Texf rémité a = atteindra l'extrémité opposée. 

A ce moment, comme nous Favons vu au n^ I5i il y aura réflexion, et 
la discontinuilé reviendra en arrière. Le nouveau mouvement ainsi produit 
n'est plus compatible avec le repos. Son étude ne peut pas se faire par la 
méthode que nous venons d'indiquer. Elle dépend des considérations déve- 
loppées au n" 180 et on ne possède pas, quant à présent de méthodes 
permettant de le calculer explicitement. 

1 82. — Dans le cas précédemment étudié, ou la vitesse de propagation 6 
est constante, l'état d'équilibre est celui où les fonctions /\ et /*, introduiles 
au n** 145 ont les expressions /i (a + 6i) = a -t- H ; /*, (a — 6/) = a — %i. 

Les mouvements compatibles avec le repos sont donc caractérisés par ce 
fait que Tune de ces deux fonctions se réduit à la variable même dont elle 
dépend. La surface représentative correspondante est évidemment un 
cylindre. 

Proposons nous de déterminer ces mêmes mouvements dans le cas où la 
fonction cp est quelconque, et soit à trouver une surface intégrale Z qui se 
raccorde avec le plan xz= a suivant une caractéristique r correspondant à 



da 
Si 



= -t-/4;(a))= 4-x'O)- 



(1) Tl semble que le problème soit impossible par suite du trop grand nombre des 
conditions, puisque l'on donne, sur chacune des deux caractéristiques de raccorde- 
ment z et ses dérivées, alors que la seule donnée de z suffirait à déterminer la 
solution. Mais si ces valeurs d'une fonction z satisfaisant à l'équation de Laplace 

^z 
(34) sont données sur une caractéristique \ = const., les valeurs de ^ satisfont, sur 

cette ligne, à la relation. 



d l^z\ , ^bz 1 1. dz , \ 



(cas particulier de (22)), qui détermine cette quantité -4 dès qu'elle est donnée en 

un point. Or cette relation est vérifiée par le premier mouvement donné. Si donc 
on détermine le troisième mouvement par la formule (40), il y aura bien coïnci- 
dence des valeurs de-e-. Cette coïncidence a, en effet, lieu en un point, le point 

commun aux deux caractéristiques, les surfaces intégrales qui correspondent aux 
trois mouvements primitifs étant alors tangentes entre elles. 
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Menons, par un point quelconque P de celle surface, la caractéristique r^ 
du système opposé à r. Sur r', la quanlilé u -4- x(**^) ^st constante. Or la 
ligne r' rencontre nécessairement r et, sur r, la quantité u -+- x(tw) est 
partout égale à x(^)* 

Donc la surface cherchée Z satisfait à Téquation aux dérivées partielles 
du premier ordre : 

(54) t^ + xW = /.(*) 

Ainsi, dans un mouvement compatible avec le repos, la vitesse et la 
densité sont fonctions tune de Vautre. Ces deux quantités croissent en 
mr&me temps (la vitesse étant prise avec sa valeur algébrique) puisque // (w) 
est positif et que p augmente quand (o diminue. 

I83« — On démontre aisément (^) que si une surface est telle que, 
entre les coefficients angulaires de son plan tangent, existe une relation 
indépendante des coordonnées du point de contact, cette surface est déve- 
loppable. 

Tel est donc le cas de la surface cherchée, puisque u et tu sont les déri- 
vées de â7, considéré comme fonction de a et de t. Si par l'origine des coor- 
données nous menons les différents plans dont les directions satisfont à 
l'équation (54), plans dont l'équation générale est 

(55) a? — *-« -^ [x(*) — X (^)] ^ 

ces plans enveloppent un certain cône C dont l'équation s'obtient en élimi- 
nant (0 entre l'équation précédente et sa dérivée 

(55') a-<x'(<-)=0. 

Les génératrices de la développable Z' sont parallèles aux génératrices 
de C. Ces génératrices étant les tangenles de Tarête de rebrousssement, on 
voit que l'indicatrice sphérique de celle-ci est connue. 

t84« — En prenant pour ordonnées, non plus les valeurs de a?, mais 
les vitesses ou les dilatations, (les coordonnées horizontales étant toujours 
a et t), on aurait pour représenter le mouvement non plus une dévelop- 
pable, mais une surface réglée avec génératrices horizontales, puisque, sur 
chaque onde, la vitesse et la dilatation sont constantes. 

C) JoKDAN, Cours (V Analyse, 2^ édition, tome I, p. 476; Qoursat, Cours d'Analyse 
tome I, p. 524. 
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185. — Les conclusions précédentes subsisteront pour tout mouvement 
compatible avec le premier, si la caractéristique de raccordement est de 
même système que r. 

Elles subsisteront donc s*il se produit des disconlinuîtés quelconques 
(du second ordre au moins) dans le n::ouvement du piston a = 0. Elles ne 
seront modifiées, comme nous l'avons dit plus haut, qu*à partir du moment 
où on rencontrera un onde se propageant en sens inverse. 

On arriverait encore à des résultats analogues si, dans Tétat primitif du 
fluide, les molécules, au lieu d'être en repos, étaient animées de mouvements 
uniformes donnés par Téquation 

(56) 07 = oia H- p/, 

a et p étant des constantes (mouvement qui satisfait évidemment à Téqua- 
lion (8)). 

Plus généralement le mode de raisonnement que nous venons d'employer 
s'appliquera à toute équation de la forme (17) dans laquelle une des familles 
de caractéristiques admet une combinaison intégrable efF, lorsqu'on cher- 
chera les surfaces intégrales se raccordant, suivant une caractéristique de 
Vautre système^ avec une surface salisfaisant à l'équation F = const. 

1 86* — Si on essayait d'appliquer aux développables S que nous venons 
d'obtenir la transformation de Legendre utilisée précédemment, on n'abou- 
tirait pas à des surfaces. Une surface développable a, en effet, pour polaire 
réciproque non pas une surface, mais une ligne, chaque point de cette ligne 
correspondant à une infinité de poinis de la développable, savoir tous ceux 
qui sont sur la même génératrice. L'équation (54) montre que celte ligne 
correspond dans le plan des 5 t) à la droite Ç = ^(i). Nous avons là un 
exemple évident des intégrales dégénérées auxquelles nous avons fait allu- 
sion précédemment (n" 143). 

187. — Les développables 2 sont les seules surfaces développable? qui 
satisfassent à l'équation (8). Si, en effet, on suppose que l'on ait 

on en déduira, en différentiant successivement par rapport à ^ et à /7, 
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et l'équation (8) ne pourra être vériGée (sauf pour — ^l -y constants) que 
si4-{«o) = /"«(u,). 

188« — 11 nous reste maintenant à déterminer complètement le mou- 
vement dont nous venons de trouver les propriétés générales, en supposant 
donné le mouvement du piston. 

Il suffit à cet effet de reprendre le mode de représentation employé aux 
n^' 146 et suivants {flg. 10). Le mouvement du piston nous fera con- 
naître la section a ^ (fig, 10) de la surface cherchée, par le plan nommé 
plus haut 0. En chaque point de cette section, La développable admettra un 
plan tangent qui devra : 1^ Contenir la tangente à celte courbe ; 2*^ Satis- 
faire à l'équation (54) ou, si L'on préfère, être parallèle à un plan tangent 
du cône C. Ce plan tangent sera donc connu. Quant à la génératrice de 
contact, elle sera parallèle à la génératrice correspondante du cùnc C. Le 
lieu de ces génératrices sera la surface cherchée. 

Chacune des génératrices représente, comme on le voit, la propagation 
du mouvement donné au piston à l'instant correspondant à son point 
d*origine. 

1 80« — Analytiquement parlant, soit 

(57) x, = A'o) 

Féquation qui fait connaître l'abscisse Xq du piston en fonction du temps t^,. 
On aura pour la vitesse de ce même piston^ la valeur u^ = /'(O- ^^ rela- 
tion (54) donne dès lors la valeur ca^ de oi au voisinage immédiat de ce 
piston. Par exemple, si la loi de détente est la loi de Poisson, (o^aura, 
d'après la formule (43), l'expression 



(58) .. = (,^(£L:^") 



m- 1 



X étant toujours la vitesse du son dans Télat initial. 

Le mouvement communiqué au piston à cet instant t se propage avec la 
vitessse */ (w,). Au temps t > t^f il est parvenu au point dont Tabscisse 
initiale est 

(59) a = /.'K)(<-g = (<.-oJ;^^ 

et auquel il communique à cet instant la vitesse u^. 

IUdamard 12 
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Nous supposons ici que ce point a élc successivement atteint par les 
ondes nées auxdiflérents instants antérieurs à t^ ; son abscisse actuelle sera 
donc évidemment 

où, sous le signe j , t désigne une fonction de t'^ déGnie par Inéquation 
(59), soit 

t=t ^a~^' 
Remplaçant / par cette expression, et, par conséquent dt par 

il vient 



'0 



(puisque 1 u^dt^ = x^ et en tenant compte de (59)) 



ou 

(60) X = X,^{t-^ t,) ^w, ^ — w^^ = j;^ 4- (^ — Q (co^/; (a)o) 4- Wo) 

^0» '^o' ^0 Gtant les fonctions de t^ dont nous venons d'indiquer le calcal.. 
L'élimination de Iq entre les équations (59), (60) donne le résultat cherché. 

100. — On peut encore imaginer qu'au lieu du mouvement du piston, 
on donne, pour chaque valeur du temps, la pression extérieure que ce 
piston supporte. Il est clair que les calculs qui précèdent ne seront pas 
ossenliellement modifiés. Au lieu de w^, c'est to^, qu'on calculera tou 
d'abord par la résolution deTéqualion (2'). On aura alors f/Q = )^(l) — '/(^o), 
puis x^^ par une quadrature : après quoi, il ne restera plus qu'à écrire les 
formules (59), (60). 
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191* — Grâce ï rintervention des ondes de discontinuité, nous avons 
pu, le gaz étant animé d'un mouvement donné à un instant dpnné, cons- 
tater l'existence, aux instants immédiatement suivants^ d'un mouvement 
satisfaisant tant aux équations internes qu'aube conditions aux limites. 
Avons-nous le droit d'en conclure que les discontinuités étudiées jusqu'ici 
permettent, à elles seules, d'assurer l'existence du mouvement pour toute 
valeur ultérieure du temps ^ Une telle afBrmalion ne serait nullement 
légitime. 

Il suffit, pour s'en rendre compte, de se placer de nouveau dans le cas 
simple de la vitesse de propagation constante. Le gaz étant en reposf 
pour ^ == 0, mettons en marche, à cet instant, le piston d'abscisse 0, dans 
le sens positif, c'est-à-dire de manière à comprimer le fluide. Dans nos 
hypothèses à un instant quelconque /, le mouvement ainsi créé s'étendra 
aux points dont les abscisses initiales sont comprises entre zéro et 6^, le 
reste de la masse restant en repos. 

Or,, on peut évidemment, en accélérant convenablement le mouvement 
du piston, faire que son abscisse, à un certain instant /, soit supérieure 
à 0^ 

Il y a évidemment contradiction, les molécules voisines du piston 
devraient, à cet instant, coïncider avec certaines molécules encore en repos. 
Si nous voulons conserver nos hypothèses fondamentales d'impénétrabilité 
et de continuité (n*"" 44-45), nous allons être obligés de faire intervenir 
des phénomènes distincts de ceux que nous avons décrits dans ce qui pré- 
cède. 

Il convient de remarquer que cette hypothèse d'une paroi se déplaçant 
avec une vitesse supérieure à celle des ondes n'est nullement théorique : 
elle se présente dans l'application la plus importante que l'on ait jusqu'ici 
songé à faire de la Dynamique des gaz, à savoir Tétude du mouvement des 
projectiles. On sait, en eiïet, que la vitesse de ceux-ci est plus grande que 
celle du son. 

102. — Toutefois, avant d'étudier les singularités qui doivent ainsi se 
produire lorsqu'on donne au piston un mouvement comprimant, nous 
devons en mentionner une qui se produit au contraire, dans le cas d'un 
mouvement décomprimant. 

Pour calculer la valeur de w, nous avons résolu, par rapport à cette 
quantité^ L'équation (54). 

Nous devons nous demander si cette résolution est possible. La dérivée 
du premier membre par rapport à to est toujours différente de zéro (elle est 
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égale à x' (w) = V^+ (w)). u j)eut donc prendre toules les valeurs négatives 
possibles, 8*il tend vers — oo pour w = 4- oo , c'est-à-dire si l'intégrale 



xO) 



y' (w) dui=^ j \/^ (w) rfct 



est infinie. 

C'est ce qui a lieu pour la loi de Mariotte, la fonction x(^) étant alors 
logarithmique. 

Mais il en est autrement dans le cas de la loi de Poisson. Pour celle-ci, la 
formule (43) donne 

,(!)-, (00) = -^. 

Lorsque le piston arrivera à prendre une vitesse négative et qui (en va- 
leur absolue) soit, avec la vitesse du son correspondant à Tétat initial, dans 

2 
le rapport — —- j le fluide cessera de le suivre : entre eux un vide se pro- 
duira, tout comme si on avait affaire à un liquide. La seule diiïérence est 
que les dernières couches de gaz seront infiniment dilatées (puisque a> sera 
devenu infini (^)), au lieu que, pour un liquide même un peu compressible, 
la séparation aurait lieu à partir d'une certaine valeur finie de u). 

2X 

Tant que la vitesse du piston n'atteindra pas la valeur négative — -. 

son mouvement produira, au contraire, à chaque instant, dans les couches 
voisines, un état déterminé, qui se propagera comme nous l'avons dit, au 
moins pendant un certain temps, jusqu'à ce que se produisent les singu- 
larités dont il nous reste à parler. 



§ 3. — LE PHÉNOMÈNE DE RIEMANN-HUGONIOT 

103. — Si, comme nous l'avions supposé un instant tout à l'heure, le 
mouvement obéit à Téquation (8') il est aisé de voir que la singularité dont 



(1) Nous nous plaçons, bien entendu, dans Thypothèse toute théorique où le ânîde ^ 
garderait ses propriétés jusqu'au zéro absolu, que cette détente indéfinie permettrait 
d'atteindre. 
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Texistence nous esl apparue comme nécessaire au n" 1 1 apparaîtra (et cela 
pour la première fois) au moment où une compression infiniment grande 
se produira, o) devenant nul. 

En effet, le fluide étant supposé primitivement en repos, un mouvement 
qui s'y propagera dans le sens positif (à parlir de Tinstant t = 0) aura 
pour équation. 

(61) a? = a -h f(^t — a) (a < Bt) 

avec f{(ï) = /' (0) = 0. La fonction /"sera donnée par la relation 

Xq représentant encore l'espace parcouru par le piston. Si cette quantité x^ 
esi une fonction dérivable du temps^ x sera une fonction dérivable de a et 
de t. Dans tous les cas, d'ailleurs, à chaque système de valeurs de a et de < 
correspond une seule valeur de x. Pour qu'inversement, à un système de 
valeurs de x ei de t corresponde une seule valeur de a, il faut et il suffit 

que la dérivée 10= — ne change pas de signe. Si cette condition cesse d'être 

remplie, ce sera à partir du moment où (d s'annulera. 

Comme les valeurs de (o se propagent à partir de l'extrémité a = 0, ce 
phénomène se produit tout d'abord au contact du piston. 

194. — Nous allons voir avec Riemann et Hugoniot qu'il en est tout 
autrement lorsque la fonction 4^(0)) ne se réduit plus à une constante et, 
en particulier, dans le cas de la loi de Poisson. 

Dans ce cas, en eiïet^ o) ne peut devenir nul que lorsque la vitesse devient 
infinie. Mais, d'autre part, uu lieu du cylindre défini par l'équation (61), 
nous aurons une surface développable dont Taréte de rebroussement sera 
située à distance finie, (du moins tant que la vitesse du piston ne sera pas 
constante). 

Dès lors 07, considéré couime fonction de a {t étant regardé comme cons- 

tant) peut présenter deux sortes de singularités : 1^ celles pour lesquelles — 

est nul, analogues par conséquent à celles dont nous venons de parler ; 
2** celles qui correspondent à l'arèle de rebroussement de la surface. 

C'»*i -•« nue Ton p< directement par l'étude de la dérivée ^ • 
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Si, en ctTet, on dîiïérencie les formules (59), (60) pour t constant, on 
trouve 

da = [(/ - /; /{^J ^~^ - /(co,)] dt, 

dx = co, [(^ - Q ,: (eu,) ^« -. ^/(u,,)] d< 
— — eu r(A= ^o)'/(*'>o) ??!io . ./ i^ ^1 rf/ 



(62) 



Eliminant dt^^ on aura la valeur de ~ par le quotient des dérivées 
^ ♦ ^- , du moins tant que la première de ces quantités ne s'annulera pas. 

Par conséquent, sauf le cis de u = 0, de (o = x lequel, comme nous le 
savons, ne peut se produire qu*au contact du piston, il ne peut y avoir 

d*autres singularités que celles jiour lesquelles -rr s'annule et par consé- 
quent aussi -rj-. Comme on sait, ceci caractérise un point de rebrousse- 

mcnt de la courbe décrite par le point (a, x) lorsque /, varie. Les dérivées 
premières de x par rapport \x aeikt restent alors continues, mais les dé* 
rivées secondes deviennent infinies. 

Ici, d'après les formules (62), ce point de rebroussement est donné par 
lequation 

I Oo. — L'interprétation physique de cette circonstance est d'ailleurs 
simple. Il suffit de nous rappeler que chaque génératrice de notre déve- 
loppable représente la propagation, avec la vitesse "/(<*>), d'un mouvement 
déterminé, caractérisé par un système de valeurs déterminé de u et de w. 
Un point de l'arête de rebroussement de notre surface correspond à la ren- 
contre de deux génératrices extrêmement voisines, par conséquent, à la 
rencontre de deux ondes consécutives, la seconde rattrapant la première. 

100. — Si, au lieu de la surface représentative des déplacements, on 
considérait celle qui figure, en fonction de a et de ^ les dilatations, ou celle 
qui figure les vitesses, les deux ondes consécutives dont nous venons de 
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parler correspondi aient, sur Tune quelconque de ces deux surfaces, h deux 
génératrices ayant mômes projections horizontales que celles de Iadéve!op- 
pable. Ces nouvelles génératrices ne se renconlreraient d'ailleurs plus dans 
Tespace, et le point de rencontre de leurs projections horizontales serait 
simplement le pied de leur perpendiculaire commune, de sorle que Tarèle 
de rebroussement de notre développable correspond à la ligne de striction 
de la surface des dilatations ou de celle des vitesses, ces surfaces ayant, en 
chaque point de cette ligne, un plan tangent vertical. 

197. — Les surfaces ainsi construites permettent de se figurer d*une 
manière simple le phénomène qui nous occupe, en considérant leurs sec- 
tions par les plans t = const. Cha- 
que point fx {fig. 12, 13) d'une 
telle section appartient en effet, à 
une certaine génératrice, corres- 
pondant à une onde déterminée, 
et nous savons que ces différentes 
ondes se déplacent avec des vitesses 
inégales, suivant qu^elles sont plus 
ou moins comprimées. Par con- '^'^* ^^ 

séquent, pendant un temps donné t' — t, elles auront décrit des chemins 
iuégaux, et la courbe de section, lieu du point fx, se sera déformée. Si les 
ondes d*avant sont celles qui se propagent le plus rapidement, les distances 

horizontales auront augmenté 
et la courbe se sera étalée dans 
le sens horizontal (fig, 12). 
Mais, dans le cas opposé, 
{fig, 13) la courbe tend au 
contraire à se redresser et rien 
n*em pêche qu'à un certain ins- 
tant T, une de ses tangentes ne 
devienne verticale. Si Ton sui- 
vait la même déformation aux 
instants suivants /", on verrait 
l'inclinaison de celte tangente sur la verticale changer de sens et les diffé- 
rentes parties de la courbe se dépasser les unes les autres, absolument 
comme il arrive dans une vague qui déferle. 





Fig. 13 



108* >— Dans le cas de la loi de Poisson ou de celle de Mariotte, les 
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ondes les plus comprimées sont celles qui se propagent le plus vite : autre- 
ment dit, la vitesse //(ct>j est une fonction décroissante de w. Nous nous 
placerons donc dans Thypothèse où cette condition est vérifiée (*). Alors 

comme ~- est croissant avec t/^, il faudra que celte dernière quantité soit 

croissante avec le temps ; — autrement dit, que le piston ait une accéléra- 
tion positive — pour qu'une onde puisse en rattraper une autre née anté- 
rieurement à elle. 

Si donc on donne au piston un mouvement à accélération -jrf négative 

(autrement dit. dirigée dans le sens de la décompression), les ondes ainsi 
engendrées ne se rattraperont point. De fait, la formule (63) où Ton a 
//(oi) <. montre que le point de contact de la génératrice de notre dé- 
veloppable avec Tarète de rebroussement correspond à une valeur négative 
de / — /^, et, par conséquent, aussi de a. La surface représentative du 
mouvement n'oiïrira aucune singularité, et donnera bien l'équation d'un 
mouvement physiquement possible (du moins tant que n'interviendra p&s 
le phénomène signalé au n° 192). 

11)9. — Supposons, au contraire, que l'accélération -v ® soit, à un ins- 

tant quelconque, positive. Alors, Tonde née à cet instant rattrapera Tonde 
immédiatement antérieure, à un instant t donné par l'équation (63), soit 

Le temps nécessaire pour que la rencontre des ondes consécutives se 
produise est, comme on le voit, pour une môme valeur de la vitesse, d'au- 
tant plus considérable que l'accélération du piston est plus petite. Dans le 
cas, précédemment examiné, où Ton aurait affaire à des mouvemenis inti- 
niinenl petits, celte rencontre serait indéfinimeni éloignée. 

Si Taccèléralion était celle qui est due à la pesanteur, le gaz étant primi- 
tivement il la temi)érature 0^ et à la pression atmosphérique normale, la 
quanliU'i/'('Oo! serait initialement, c'est-à-dire pour(o)Q z= 1) égale à la vi- 



1* On ppiit remarquer que rii\potlièse opposée X'(t»*) > ne pourrait être véri- 
fi<'i\ ou du moins n** pourrait l'être constamment, sans quoi p si»rait, à partir d'un 
certain moment, itifèrirur à une expression de la forme "3'), ce dont nous avons 
monlr.' l'impossibilité au n»> 144. 
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tesse du son soit, pour l'air, 330 mètres environ par seconde, ^rh^l aurait la 
valeur — ^^^4^ - = — — T"^ • ^n prenant j^"" = ~ , on trouverait que 

la première onde ne serait rattrapée par les suivantes qu'au bout d'environ 
28 secondes, temps pendant lequel elle aurait parcouru un peu plus de 
9 kilomètres. 

Au contraire, dans le cas où le gaz serait comprimé par une explosion, 
comme dans les expériences de M. Vieille dont nous parlerons tout à 
rheure, les ondes se rattraperaient dans Fintervalle de quelques centi- 
mètres. 

En tout cas, ce qui est certain, c'est que, cette fois, la singularité ne 
saurait, comme dans Thypothèse traitée au n° 103, se produire au contact 
du piston. La valeur de ^ — t^ est toujours diiïérente de : c'est dans la 
masse mùme du gaz que les ondes se rencontreront. 

200. — Nous avons vu que la compression ne pouvait, dans Tbypo- 
Ihèse actuelle, devenir indéfinie. 11 est, par contre, aisé de voir qu'on peut 
lui faire atteindre une valeur aussi élevée qu'on veut avant que le phéno- 
mène dont il s'agit se présente. 

Cherchons, en effet, la condition pour que ce phénomène n'ait pas lieu 
avant l'époque T. Le temps t donné par la formule (63) devra être infé- 
rieur à T, soit 

Or, cette inégalité exprime que le produit A = (T — to) x'(«*>o) ^^^ ^^~ 
croissant (*) On peut toujours faire croître la compression assez lentement 
pour qu'il en soit ainsi. Cette condition est même compatible avec celle-ci 
que o)q ail, à Tinstanl T, une valeur donnée arbitrairement petite. En effet, 
//(^o) ^^l ^ë^^ ^ '^ dérivée changée de signe du produit dont nous venons 
de parler par rapport à /, pour t = T, dérivée à laquelle on peut assigner, 
sans que A cesse d'être décroissant, une valeur (négative) arbitraire. 

Celte valeur peut même être nulle, de sorte que l'on pourrait arriver à 
une compression indéfinie, si Ton pouvait augmenter indéûniment la 
vilesse du piston suivant une loi convenable. 



(*) (^eci est, au reste, évident a priori d'après l'équation (59), puisque nous 
avons à exprimer qu'une onde quelcontjue est, à l'instant T, en ar^i^^e de celles qui 
sont nées immédiatement avant elle 
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201. — Nous venons de supposer le produit A loujours décroissant. 
Uu*arriverait-il si l'on réglait, au contraire, le mouvement du piston de 
manière à ce que ce produit conserve une valeur constante? 

Dans ces conditions, toutes les ondes se rattraperaient à Tépoque T. Au- 
trement dit, toutes les génératrices de notre développable se rencontreraient 
en un même point. 

Cette développable se réduirait donc à un cône, cône évidemment égal 
au cône G considéré au n" 183. La trace d'un tel cône sur le plan a = 
fournirait ainsi le mouvement qu'il conviendrait de donner au piston pour 
que A soit constant. 

L'équation (59) montre que la valeur constante de A n'est autre que 
l'abcisse du sommet du cône, c'est-à-dire du point de rencontre commun 
des ondes. 

209* — On ne peut d'ailleurs continuer ce mouvement du piston jus- 
qu'au temps Iq = T, puîsqu'alors la densité et, par suite, la vitesse devien- 
draient infinies. 

Supposons qu'on le continue jusqu'à un instant /i, — pour lequel Uq 
aura une certaine valeur Wj et w^ une certaine valeur w, — , et qu'ensuite 
on diminue l'accélération de manière que l'onde née à l'instant t^ ne soit 
plus rattrapée par les suivantes avant l'époque T (par exemple, qu'on rende 
le mouvement uniforme pour t > /j). Alors, pour a infiniment voisin de 
{t — l\)'^{}^\) ïnais inférieur à cette quantité, la vitesse xi serait sensible- 
ment égale àw, et la dilatation à w,. En particulier, pour i = T, ces valeurs 
de u et de u) conviendraient au point a = A — e, e étant un nombre posi- 
tif infiniment petit. 

Or, pour / = T, a = A-h6, onaw = 0, u) = l. 

Donc, pour ^ = T, a = A, la vitesse et la densité changeraient brusque- 
ment : on serait en présence d* une discontinuité du premier ordre et non 
plus du second. 

203. — A partir de la rencontre des ondes consécutives, les équations 
(59) et (60) cessent de donner un mouvement physiquement acceptable. 

C'est ce que mettent déjà en évidence la surface des vitesses et celle des 
dilatations puisque la section d'une de ces surfaces par le plan ^ =^ T a une 
tangente verticale (/?<;. 13) et que, pour ^ = T -h £, le signe du coefficient 
angulaire de la tangente change en certains points, de sorte que celle 
courbe est coupée en plusieurs points par une ordonnée convenablement 
choisie. On serait dès lors conduit, pour une même parliculo et un même 
instant, à plusieurs valeurs de la vitesse. 
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204. — Pour reconnaître le même fait à l'aide de la dé veloppable repré- 
sentative du niouvement, rappelons-nous qu'une développable est partagée 
par son arête de rebroussement en deux nappes et qu'une génératrice quel- 
conque passe d'une nappe à Tautre au moment où elle touche cette arête 
de rebroussement. 

Dans la développable considérée actuellement, si T est l'instant où la 
génératrice G^ correspondant à l'onde initiale touche l'arête de rebrousse- 
ment (en admettant, pour fixer les idées, qu'elle attei- 
gne cette arête pour t positif et soit, d'autre part, la 
première à l'atteindre), toute la portion correspondant 
à / <C T appartiendra à une première nappe. La 
section par le plan t =T — s sera une certaine courbe 
venant se raccorder, en un point de G^, avec la ligne 
droite, section du plan x = a [fig, 14). ^ ** 

Pour / = T -+- e, d'après ce que nous venons de dire, la génératrice G^ 
sera passée sur la seconde nappe de la surface. Donc, la section de cette 
dernière par le plan / =:T h- e ne viendra se raccorder avec la droile x = a 
qu'après avoir franchi l'arête de rebroussement. 

Pour une telle valeur de /, x serait représenté en 
fonction de a par une ligne ayant, non plus la forme 
représentée (fig. H), mais celle qui est représentée 
dans la figure 14^" et qui détermine avec la droilex = a 
un petit' triangle mixtiligne. Ceci est physiquement 
^' ** " absurde, puisque toutes les ordonnées qui traverse- 
raient ce triangle donneraient trois valeurs de x pour une valeur de a, 

20«>» — \]x\ nouveau problème se pose donc à nous, la recherche de la 
singularité qui prendra naissance à partir de l'instant T. Dans le cas par- 
ticulier considéré tout à l'heure (n° 202), celle singularité était une dis- 
continuité du premier ordre. Nous sommes donc conduits à nous demander 
s'il n'en serait pas de même dans le cas général. 

A cet effet, il faut d'abord étudier les conditions de propagation d'une 
telle discontinuité. 

Cette étude ne saurait se faire, comme celle des discontinuités du second 
ordre, à l'aide de Téqualion (8 du mouvement : car les raisonnements qui 
conduisent à celle équation supposent la vitesse continue. Il semble même, 
au premier abord, que les principes généraux de la Dynamique impliquent 
une telle disconlinuilé, ft même l'existence de raccélération, puisque c'est 
celle-ci qui fait connaître la force. Nous allons voir cependant que, conve- 
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Dablement appliqués, ces principes permettent de rendre compte du phéno- 
mène dont il nous reste à traiter. 

Le fluide étant toujours rapporté à un étal initial homogène, soient W4,t/j 
les deux valeurs de u départ et d'autre de la disconlinuité; (o^, co^^ celles de 
la dilatation ; pi, /?,, celles de la pression ; 0, la vitesse de propagation 
(comptée sur notre état initial). Nous aurons d'abord la condition cinéma- 
tique 

(64) ti, — î/, H- e (cOj — CDj) = 0. 

Pour écrire maintenant la relation dynamique qui existe entre les forces 
agissantes et le mouvement, considérons deux positions consécutives 
A A\ B B' occupées aux instants t ei t -h dt par la tranche de discontinuité 
et dont la distance est, par conséquent, sur l'état initial, mesurée par Mt, 
Nous allons appliquer au petit volume fluide A A', B B' dont la masse est 
p^SOdlj en désignant par S la section du tube, et qui (en supposant pour 
flxer les idées 6 positif) passe de Tétai (w,, p,, wj à Tétat (m,, ^j, Wj), l'équa- 
tion fondamentale de la dynamique, en écrivant que la variation de sa 
quantité de mouvement, pendant le temps dt, estégaleà Timpulsion totale, 
pendant le même temps, des forces qui agissent sur lui. Celles-ci sont, 
d'une part (s'il y a lieu) les forces appliquées aux éléments de masse et 
dont l'impulsion sera de l'ordre de dt^ (puisque la force elle-même et la 
durée de son action contiendront toutes deux dt en facteur) ; d'autre part, 
les pressions sur les deux surfaces A A', B B', dont les impulsions respec- 
tives seront ^j Sdt, — p, Sdt, 

La vitesse de la portion de fluide envisagée, passant, pendant le temps 
dly de u^ à t/j, il vient (en divisant par Sdt) 

(65) Pi — Pi=9o^{Ui'-u,). 

Comme on le voit, le fait qu'une force finie (la différence de pression de 
part et d'autre de la discontinuité) produit, non une accélération, mais un 
changement brusque de vitesse, s'explique d'une façon toute naturelle; il 
tient à ce que, grâce à la propagation de la discontinuité, la force en ques- 
tion n'est pas appliquée, comme il arrive d'ordinaire, à une niasse de gran- 
deur déterminée, mais à une masse infiniment petite avec le temps pendant 
lequel on la considère. 

4^06* — Après avoir écrit les deux équations (64), (65), Riemann en 
obtient une troisième en exprimant que le changement de densité dans une 
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tranche traversée par la discontinuité se fait sans dégagement ni absorplion 
de chaleur et est gouverné par la loi de Poisson, soît 

(66) p,^: = p,^2y 

égalité qui, au reste, est vériGée d'elle-même si le gaz, parti d'un état par- 
laitement homogène, est arrivé à son état actuel par des transformations 
satisfaisant toutes à la loi de Poisson. 

Par conséquent, si deux régions contigui^s du fluide sont en discontinuité 
du premier ordre, il faut, pour qu'il y ait compatibilité, Téqualion (66) et 
l'équation 

(67) («. - «.)* = „- (P. - P,) {">, - <«.) 

ro 
obtenue en éliminant 6 entre (64) et (65). 

307« — Si ces conditions sont remplies, la discontinuité se propagera 
avec une vitesse 0, solution commune des équations (64) et (65). On peu^ 
exprimer celte vitesse en fonction des pressions et des densités, de manière 
à obtenir une expression analogue à (24). L'élimination de ii^ — u^ donne 



On voit que, contrairement à ce qui arrivait pour l'expression (24), la 
vitesse dépend ici des deux pressions et des deux densités. Si l'on considère p 
comme l'ordonnée d'un point dont l'abscisse est (o, les couples de valeurs 
\^ijPt) ^* (***!» Pi) correspondront à deux points situés, d'après (66), sur 
une même courbe de la forme 



(2') pw"» = A. 

La quantité sous le radical, dans la formule (68), est, au facteur — - 

?o 
près, le coefficient angulaire de la droite qui joint ces deux points. 

La quantité analogue qui intervenait dans la formule (24) correspond de 
même au coefficient angulaire de la tangente à la courbe (2'). Lorsque la 
discontinuité est inGniinent petite (p^ très voisin de p^) la vitesse est, 
comme il était naturel de s'y attendre, sensiblement égale à celle qui cor- 
respond à une discontinuité du second ordre. Mais il en est autrement sip^ 
est notablement différent de 2>i et, en particulier, pour un système de va- 
leurs déterminé de p^ et wi. ""dre des valeurs aussi grandes qu'on 
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veut pour p^ suffisamment grand. Ainsi la marche de Tonde n'est plus 
figurée par une caractéristique, mais par une ligne de direction quelconque. 

308* — L'influence ainsi exercée par une discontinuité du premier 
ordre sur la vitesse de propagation apparaît clairement dans les expériences 
de M. Vieille (*). 

Ces exjiériences ont consisté à provoquer, soit par la détonation d'une 
petite quantité d'explosif, soit par la rupture (sous rinduence d'une forte 
pression d'air) d*ampoules de verre ou de diaphragmes de collodion, un 
ébranlement assez énergique dont on enregistre la marche dans un tube 
bien cylindrique et parfaitement clos. 

Si Tonde ainsi produite était du second ordre, il résulte des considéra- 
tions précédentes que sa vitesse de propagation serait rigoureusement indé- 
pendante de la nature du mouvement propagé, et égale à la vitesse du son 
dans le milieu primitif (330 mètres par seconde, environ). 

Or, en élevant suffisamment la pression, M. Vieille a pu obtenir des 
vitesses de propagation supérieures à 1200 mètres. 

On voit que ce seul fait suffit à mettre en évidence Texistence d'une 
discontinuité du premier ordre et à montrer qu'elle modifie la vitesse de 
propagation. 

D*autre part, si Ton inscrit, à l'aide d'appareils appropriés, la loi de 
variation des pressions en un point, on constate qu'à une certaine distance 
du lieu de l'explosion, la pression atteint immédiatement sa valeur maxima, 
tandis que, dans certaines expériences au moins, le même fait ne se met 
pas en évidence au voisinage immédiat du point de départ. Les tracés obte- 
nus montrent donc alors la discontinuité comme étant initialement du 
second et changeant de nature au cours de sa propagation. C'est le phéno- 
mène même que nous avons considéré dans ce qui précède. 

200. L'objection d'Hugoniot. — Les conclusions que nous venons 
d*obtenir ont été établies dans l'hypothèse où la loi de Poisson était appli- 
cable. 
^^-^ Hugoniot a montré que celte hypothèse n'était plus légitime dans le cas 

des condensations ou dilatations brusques. 

Reportons-nous, en effet, à ce qui a été dit au n*» 121) (ch. III). En cet 
endroit, nous avons établi que l'expression de la quantité de chaleur déga- 



(») C.-R. ilc. So. 1898-18;)9; Mémorial des Poudres et Salpêtres, lome 10, p. 177- 
260; 1900. 



r 
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gée daos une condensation est la mémo, quel que soil Tétat de repos ou de 
mouvement du fluide. Mais le raisonnomeni que nous avons employé 
suppose essentiellement les vilesses continues : il repose sur une combinai- 
son des équations du mouvement, analogue à celle qui conduit au théorème 
de8 forces vives dans la dynamique des corps solides, et qui change de 
forme lorsque la vitesse varie brusquement. 

Pour voir quelle sera la véritable condition d'adiabalicîté, nous repren- 
drons Téquation qui exprime la conservation de Ténergie et que nous 
regarderons comme tout à fait générale, que les cha?igements de vitesse 
soient continus ou instantanés. Nous appliquerons cette équation, comme 
plus haut, au petit volume fluide compris entre les positions A A\ BR' du 
plan de discontinuité aux deux instants consécutifs ^ et / + dt. 

Le travail des forces agissant sur les éléments de maese est, comme pré- 
cédemment, négligeable. Celui des pressions sera (p^ m, — 2>à^^i) ^'^- ^o"s 
écrirons donc que cette quantité est celle dont a varié, pendant rinterviille 
de temps dt^ la somme de la demi-force vive et de Ténergie interne. Le 
premier terme est facile à évaluer puisque la masse tluide, égale à So^^dl^ 
a passé de la vitesse u^ à la vitesse u^, 

Quand à Ténergie interne d'un gaz parfait, son expression est connue. 
En remarquant : 1" Qu'elle ne dépend que de la tem[)érature seule ou, ce 
qui revient au même, du produit du volume par la pression ; 2* Que, si le 
gaz subit une détente adiabatique lente, la variation d'énergie est unique- 
ment mesurée par le travail de la pression extérieure, c'est-à-dire par pd^Xft 
^' étant le volume, on trouve que cette énergie a pour valeur 

?/i — l m — 1 

L'équation cherchée est donc 

. wf - vz 

Pi w, — ;>, w, = -^—-j p, 0), — p., o>, -^ p/J -'-^ --- . 

11 est toutefois nécessaire de lui donner une forme un peu différente, c<ir 
elle semble au premier abord contenir les deux vitesses u^ et u.^ et non 
point leur difTérence« laquelle doit .seule intervenir pour que le résultat 
obtenu soit indépendant d*un mouvement de translation commun du 

système. C'est à quoi I'om arrive en multipliant l'équation (65 par '-^ " 
et retranchant de IV-qualion j»nVV'dente. Celle-ci devient 

(69) ilL^jUlL^zJLl ^ ^^_A_ ^,. .. _ „^ .g. 
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La relation entre les deux pressions et les deux densités s'obtient en 
éliminant Mi — m, entre (64) et (69), soit 

(70) (p.-^P,H«->,-'^.) ^-J-y(p,., _^...). 

21 0. •— Telle est la relation qu*Hugoniot a substituée à (66) pour 
exprimer que la condensation ou dilatation brusque se fait sans absorption 
ni dégagement de chaleur. On lui donne actuellement le nom de loi adia- 
hatique dynamique, la relation (66), qui convient aux changements lents, 
étant désignée sous le nom de loi adiahatique statique. 

Lorsque p, est très voisin de p^ et to, de co^, toutes deux donnent 

Ap . Aw ^ 

p (0 

Dans le cas contraire, il'est aisé de voir dans quel sens ces deux relations 
diffèrent entre elles. Celle de Poisson donne 

Vx \^J 
tandis que la valeur déduite de la formule (70) est 



U) 



(70') 



Pi 



(m + l)j=i-(m-l) 



O) 



"i m-^ {-- (m—{)^ 



Soit r = ^ . Les deux fonctions r*" et — — j-^ — -- — rr— ^ , ont respec- 

lOg m -h 1 — [m — 1) r' ' 

livement pour dérivées logarithmiques — et 

m -t- 1 m — 1 

(m H- l) r — (w — i) m -h 1 — {m — i) r 

4m 

"" 2r (m^ H- i) — (1 H- r«) (m' — 1) 

pour r voisin de i, la seconde de ces deux fractions est plus grande que la 
première (*). Si donc, regardant pj et w, comme connus, on considère w, 



(1) En leur donnant le numérateur commun 4 m, la différence des dénominateurs 
est 

2r (m» + 1) — (1 + r2) {m^ — i) - 4r = — (1 — r)* (m2 — 1). 
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comme une abscisse eip.^ comme une ordonnée, les équations (66) et (70; 
représenteront deux courbes osculatrices en leur point commun et dont la 
seconde monte plus vite que la première : autrement dit, pour une même 
variation de la densité, la pression éprouve un plus grand changement 
d'après la loi d'Hugoniot que d'après celle de Poisson. 

Il y a plus : le rapport des pressions est nul ou infini dans la manière 
de voir d'Hugoniot sans qu'il en soit de même du rapport des densités, 
savoir, pour la valeur 

w, m -\- i 

Wj m — i 

Le second membre de cette égalité est, nous l'avons vu, à peu près égal 
à six pour la valeur admise du coefficient m. Ainsi, dans une discontinuité 
où la densité varie du simple au sextuple, la pression devient nécessaire- 
ment nulle ou infinie. 

Quant à la vitesse de propagation, il est clair que si (outre pi et (Oj) on 
donne to,, elle sera plus grande d'après (70) que d'après (66), et que Tin- 
versé aura lieu si c'est p^ qui est donné. 

91 !• — Après le passage de la discontinuité du premier ordre, le pro- 
duit /jw"* redeviendra constant en fonction du temps. Mais il est clair qu'en 
général ce produit aura une valeur diiïérento pour chaque molécule : de 
sorte qu'ensuite l'équation aux dérivées partielles du mouvement n'aura 
plus la forme (8), mais bien la forme (6) (avec X = 0) et cela, même si 
le gaz était parfaitement homogène avant le passage de la discontinuité. 
k sera une fonction de a dont on obtiendra l'expression en calculant ce 
qu'est la discontinuité au moment où elle atleint la molécule d'abscisse a. 

La forme de cette fonction dépend donc de toutes les circonstances anté- 
rieures du mouvement et, par conséquent, si Ton tient compte de l'objection 
d'Hugoniot, on voit qu'il n'existe aucune équation de la forme (8), ni 
môme de la forme (6), qui soit vérifiée par tous les mouvements d'un gaz 
donné. Comme le remarque llugoniot, pour obtenir une telle équation, il 
faut considérer A', dans l'équation (6), comme une fonction inconnue de a, 
et l'éliminer en dilTércn liant par rapport à t. Ceci donne, comme il est aisé 
de le voir, deux équations aux dérivées partielles du quatrième ordre (*). 



(*) Hugoniol, dans son Mémoire, obti«'nt, comme résultat de celt« élimination, iin^» 
seule équation du troisième ordr»*. Il y a là une erreur, tenant à ce qu'j rauteiu* 
suppose préalablement effectué un certain changement d'état initial, lequi/l suppose 
ja connaissance de la fonction k. 

Uadamabo 13 
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4^12. — Les expériences de M. Vieille paraissent confirmer les vues 
d'IIugoniof que nous venons d'exposer. Dans le seul cas où l'on ait pu 
enregistrer à la fois les différences de pression el les vitesses de propagation, 
les premières étaient d'environ 3 atmosphères, les secondes de 601 à 609 
mètres par seconde, valeur à peine différente de celle de 600 mètres qui 
correspond à la loi d*IIugoniot. La loi de Poisson donnerait une Vitesse un 
peu plus faible (environ 14 mètres de moins). 

La divergence entre les deux hypothèses devient plus accusée lorsqu'on 
passe à des discontinuités plus intenses, comme celle que produit le mou- 
vement de<« projectiles d'artillerie. Ceux-ci sont lancés avec des vitesses 
telles que 800 à 1200 mètres. Ils sont précédés d'une onde aérienne qui, 
du moins dans sa partie frontale, est du premier ordre, sensiblement 
plane et se propage avec la même vitesse qu'eux. Or, quoique le 
mouvement de l'air soit évidemment assez différent, de ceux que nous 
éludions dans le précédent Chapitre (*), il existe une remarquable concor- 
dance entre les résistances éprouvées par le projectile et les différences de 
pression correspondant aux valeurs observées de la vitesse. Ainsi on trouve, 
par exemple, une résistance mesurée de 15 kilogrammes par centimètre 
carré pour une vitesse de 1200 mètres, laquelle correspondrait, dans la 
théorie d'Hugoniot, h p^ — Pt = ^^"^,64. La loi de Poisson exigerait, au 
contraire, une surpression de 17*^,24 (^). 

!2I3« — Considérons maintenant une discontinuité du premier ordre 
quelconque, l'état du gaz étant caractérisé à gauche de cette discontinuité 
par les quantités pi, loi, u^ et à droite par les quantités p^, to,, u,. 

En général, il n'y aura pas compatibilité : un nouveau mouvement 
prendra donc naissance et il y a lieu de rechercher les valeurs de p, u et (ù 
correspondantes. C'est ce que nous allons faire en nous plaçant successive- 
ment dans l'hypothèse de Riemann (celle où la loi de Poisson reste exacte) 
et dans celle d'Hugoniot. 

Nous supposerons d'ailleurs, dans le premier cas, que l'état considéré 
provienne d'un état antérieur parfaitement homogène, et que, par consé- 
quent, on ait, pour tous les étals envisagés, l'équation (2). 

En considérant encore une fois o) et p comme des coordonnées, cette 

(<^ Il est clair, d'une part, qu'il y a écoulement latéral, d'autre part, que la résis- 
tance n'est pas la différence entre la pression à la tête du projectile et la pression 
atmosphérique ordinaire, mais entre la pression de tête et la pression à l'arrière, 
laquelle eai plus petite que la pression atmosphérique. Comparer plus loin, n» SSS. 

(- Vieille, Mém, Poud. Sa/p., loc, cit., p. 25D. 
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équation représente une courbe dont font partie les deux points (lo,, pi), 
(«*>i, p,) et sur laquelle devra également se troiiiver le point (w,!?) corres- 
pondant à l'état inconnu qui s'établira dans la tranche intermédiaire. De 
plus, si u désigne la vitesse dans cette tranche, on devra avoir 



(71) 



l u — «i = »/ 



(P — Pi) (^1 — 



Po 



— PJ (^a — ^) 

Po 



et, par conséquent, en éliminant u 

(72) a = u,^u, = \/P, - V^P, 

P, et P, désignant respectivement les quantités qui figurent sous les radi- 
caux des deux formules (71). 

Mise sous forme entière, Téquation précédente peut s'écrire sous Tune 
des formes équivalentes 

n^) ^4a»P, = (P,-P.-Ha7 

^ ^ / 4a* P, = (P, - Ps - «')' 

où a désigne u^ — u^. Dans le système de coordonnées adopté elle repré- 
sente une conique inscrite au rectangle A, Aj B, B^ (fig, 15) qui a pour 
sommets opposés les deux points A j, A, 
et dont les côtés sont parallèles aux 
axes. La corde Ci D^ qui joint les points 
de contact avec les côtés A^ B,, A, B, 
a pour équation Pi — P^ -h a* = 0, 
et la corde analogue C, D^ (fig, 15), 
Pi — Pj — a* = 0, pendant que 
P, — Pj =0 représente la diagonale 
BtB,. 




Fig. 15 



Il est aisé de voir que, pour a* compris entre et — (p^ — p,) (w, — ui,), 

Po 

la conique (73) est une ellipse et que, lorsque a^ dépasse cette limite 

— (Pj — Pj) (wg — lOj), elle est une hyperbole ayant ses deux branches 
Po 

respectivement comprises dans les opposés par le sommet des angles A^ et 
Aj du rectangle. 

Dans les deux cas, cette conique coupera notre courbe (2') en deux 
points A', A" situés, Tun sur Tare C, Di, Tautre sur Tare C^ D^. 
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Mais pour que la solulion coiTespoiidant à l'un des points A' ou A' soit 
acceptable, elle doit satisfaire à une condition d'inégalité que nous n'avons 
pas encore écrite. La tranche intermédiaire devant être contiguë à gauche 
avec le mouvement (/?j, lOj, Wj) et à droite avec le mouvement (p,, w^, u^, 
on doit évidemment avoir 

(74) e, < 0,. 

Les quantités 6, et 6, seront dounT^es par l'application de la formule (64) 

en fonction de w — Uj et de u — w,, c'est à-dire de V^P, et de yPj, les radi- 
caux ayant la même détermination que dans Téquation (72). 

On voit alors aisément que, des deux points A' et A'', il en est toujours 
un et un seul qui satisfait à Tinégalité (74) cl qui, par conséquent fournit 
la solulion du problème posé, solution dans laquelle le mouvement inter- 
médiaire se propage en sens contraires à l'intérieur des deux mouvements 
primitifs. Il est clair, d*après ce qui précède, que la pression et la densité 
du nouvel état ainsi créé seront on non comprises respectivement entre les 
pressions et les densités primitives, suivant que la différence des vitesses 
données u^ et u^ sera inférieure ou supérieure à la moyenne géométrique 

entre p^ — p^ et - (w^ — t.>i) = - 

Po Pâ Pi 

^\A. — Mais on peut présenter celte même discussion sous une forme 
à certains égards plus simple en donnant un nom aux seconds membres 
des équations (71). 

/),, Wj étant toujours censés représenter les coordonnées du point A,, 
etj3^, 0)^ représentant de même les coordonnées d'un second point Aj, con- 



\/pV^'-- 



venons de donner à l'expression 1 / - (Pi — PU (^i — w,) (le radical étant 

V Po 

pris avec le signe +) le nom de distance hyperbolique des deux points 
Al, Ag et de la désigner par la notation Aj A^. 

Celte dislance hyperbolique ne sera d'ailleurs réelle, bien entendu que si 
les quantités w,, w^ ont un ordre de grandeur inverse de celui de p, et de 
p,^. Mais c'est ce qui aura toujours lieu si les deux points considérés appar- 
tiennent à la courbe (2'). 

Cela posé, lorsque nous donnons deux états du fluide entre lesquels 
existe une discontinuité du premier ordre, ces deux états sont représentés 
par deux points A^, A^ de la courbe (2') ; et l'état cherché, par un troisième 
point A de la même courbe. Les différences u — «,, w — u^ auront alors 
pour valeurs absolues les distances hyperboliques AA]^, AAg. Si nous sup- 
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posons toujours 0, < 0, 0^ > 0, w sera extérieur à t^^ et à w, ou compris 
entre ces deux quantités suivant que p sera compris entre pi et jOj ou leur 
sera extérieur. Dans le premier cas, la difîérence des deux vitesses données 
u^ et u^ seraégaleàla différence de AAj et de AAj, lesquels sont tous deux 
inférieurs à A,Ag. Dans le second, |w, — uj sera la somme des dis- 
lances Aî^ el AAj, dont l'une au moins est supérieure à A, A^. 
Donc la première hypothèse cm^respond nécessairement à 

I î*i — ^2 l< ÂTS, 
et la seconde à 

I ^1 — ^2 I > K^V 

Inversement, d'ailleurs, sur le segment Aj Aj de la courbe (2'), la diffé- 
rence A A, — A Aj prend évidemment une fois, et une seule, toute valeur, 
positive ou négative, intérieure en valeur absolue à Ai Aj et, sur les arcs 
restants de celte courbe, la somme XA, -h À Ag prend une fois, et une 
seule, toute valeur supérieure à Aj A^. 

La conique (73) est le lieu des points tels que la somme ou la différence 
de leurs distances hyperboliques à Aj et à Aj ait une valeur donnée : on 
peut dire qu'elle a A, et Ag poiir foyers hyperboliques. Elle se réduit aune 
droite double lorsque cette valeur donnée est nulle, ou lorsqu'elle est égale 
à la distance \^ A^, absolument comme il arriverait si, au lieu de distances 
hyperboliques, on avait affaire à des distances ordinaires. 

Si la pression p est extérieure kp^ et à jOg» "^o^s savons par le n" 118 
qu'elle leur est nécessairement supérieure lorsque la discontinuité donnée 
est comprimante et qu'elle leur ost inférieure lorsque cette discontinuité est 
dilatante. 

Dans le cas contraire, celui où p doit être compris entre pi et p^, le choix 
entre les deux points d'intersection de la courbe (2') avec la conique (73) 
se fera très simplement si Ton remarque que, pour w, — u^ >> 0, c'est-à- 
dire (n** 1 16) si la discontinuité est comprimante, le point A est plus près 
de celui des deux points A,, Aç, qui correspond à la plus grande pression 
que de l'autre, c'est-à-dire que, pour p^ > p,. la distance hyperbolique 
AAj est plus petite que la dislance hyperbolique A A, (car on a alors p<;p„ 
Pa < l' î w — Ui = AX,, u — u.^ = A A 2). Le contraire a lieu pour une 
discontinuité dilatante. 

Inversement, le point ainsi choisi satisfera bien à la condition 

^c^ — 11.^ = ± AAj ± AA^, 
les signes étant précisément ceux qui correspondent à 6j < 0, 6j > 0. 
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t9 1 5. — Mais il faut noter que les points A' et A" peuvent fort bien ne pas 
être les seuls points d'intersection de la courbe (2') et de la conique (73). 
A' est bien le seul point de (2) situé sur l'arc Ci Di ; et, de même, le point A' 
est unique sur Tare C, Dj. Mais rien ne prouve qu'il ne puisse exister sur les 
arcs restants de la conique d'autres points d'intersection correspondant à des 
vitesses 6, et 6j de même sens. Il est même clair que de tels points exis- 
teront si, par exemple, la conique (73) est très voisine de la droite Ai Aj. 

Au reste, il est évident a priori que des mouvements de cette espèce doi- 
vent se produire ; c'est ce qui arrivera lorsque deux discontinuités du pre- 
mier ordre marchant avec des vitesses difiTérentes dans le même sens se 
rattrapent. 

Si, pour fixer les idées, on suppose que la conique (73) est une ellipse, il 
est clair que les points d'intersection ne pourront être que sur l'arc infé- 
rieur Cl Di (fig, 15) situé au-dessous de la droite A A', et non sur Tare supé- 
rieur Di G2. 

Ces nouveaux points, s'ils existent, seront en nombre au moins égal à deux; 
on voit aisément, qu'ils correspondent à deux mouvements intermédiaires 
pour lesquels le sens commun des deux vitesses de propagation 0| et 0^ est 
le môme, ainsi que l'ordre de grandeur de ces deux vitesses (ceci tient à ce 
que les deux points représentatifs sont du même côté de la droite Ci C2). 
C'est donc, dans les deux cas, le même sommet de notre rectangle qui devra 
être considéré comme représentant l'état de la région de gauche. 

Les mômes considérations s'appliqueraient si, au lieu de rechercher los 
états qui suivent immédiatement une discontinuité du premier ordre (sans 
compatibilité) donnée, on se proposait de déterminer les états immédiate- 
ment antérieurs. Seulement il est évident que ce serait alors la région de 
gauche qui devrait correspondre à la plus grande valeur algébrique de la 
vitesse de propagation. 

En particulier, si, comme nous supposiobs tout à l'heure, deux disconti- 
nuités marchant dans le même sens avec des vitesses différentes se rattra- 
pent, les deux discontinuités nouvelles qui naîtront à ce moment se propa- 
geront nécessairement en sens contraires. 

910. — Nous venons de trouver un cas dans lequel, à un état donné 
(^position et vitesses) du fluide à un certain instant correspondaient plusieurs 
mouvements possibles — au moins théoriquement — à partir de cet instant. 
11 est à observer que ce cas n'est pas le seul. 

Reprenons, eu effet, le mouvement envisagé au n<* ïiOl. Nous avons vu 
que si le piston, après avoir atteint, suivant la loi considérée en cet endroit, 
une certaine vitesse m, conserve ensuite cette vitesse et se meut d'un mou- 
vement uniforme, la surface représentative du mouvement se compose de 
deux portions de plans raccordées par une nappe conique, de sorte que jus- 
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qu'à un certain instant T, il existe deux discontinuités du second ordre seu- 
lement, lesquelles se réunissent à Tinstant T en une discontinuité du premier 
ordre. 

Or, les équations générales de la dynamique (en l'absence de frottement), 
possèdent, comme on sait, cette propriété de ne pas changer par le change- 
ment de ^ en — t ; et il est d'ailleurs aisé de vérifier ce fait sur toutes les 
équations précédemment écrites. 

Si donc, inversement, nous nous donnions, à l'instant T une discontinuité 
du premier ordre définie précisément par les mômes éléments que celle qui 
s^établit à cet instant dans le mouvement dont nous venons de parler, nous 
pourrions supposer que le mouvement ultérieur se déduit de celui du n^ !901 
par le changement de f en — t. La discontinuité du premier ordre se résou- 
drait donc en discontinuité du second ordre comme il a été indiqué au n® lOS. 

191 7* — Il faut toutefois observer que les discontinuités susceptibles de 
se résoudre ainsi doivent satisfaire à des conditions assez particulières. Sur 
le cône représentatif du mouvement étudié au n<» îtOl, on a 

u -\- y (o>) = constante 

et, par conséquent, cette quantité u + x('^) ^^^^ avoir la même valeur de 
part et d'autre de la discontinuité. Il est clair qu'il en devra tHre de même 
chaque fois que dans le voisinage du point conique existera un système de 
caractéristiques rencontrant toute ligne régulière issue de ce point sur la 
surface. Or, c'est ce qui se produira nécessairement. Si, en efTet, on prend 
réquatipn aux dérivées partielles sous la forme (31) ; on voit qu'elle admet l'in- 

tégrale rp = constante, -— = constante, c'est-à-dire le plan qui, après la 

transformation de Legendre, correspond à un point quelconque de l'espace 
où a, t, â; jouent le rôle de coordonnées. Si Ton effectue cette même trans- 
formation de Legendre sur une surface intégrale à point conique, on aura 
évidemment une transformée tangente au plan correspondant à ce point 
conique tout le long d'une ligne (puisque u et w prennent en ce point une 
infinité de valeurs). Cette ligne sera donc une caractéristique et sera, par 
conséquent, environnée de caractéristiques infiniment voisines remplissant 
la condition dont il vient d'être parlé. 

Il résulte de là, en particulier, que dans une telle discontinuité, la diflë- 
rence des vitesses est toujours inférieure à la moyenne géométrique entre 
celle des dilatations, divisée par oq, et celle des pressions. Cette moyenne a 
eu en effet pour expression d'après les formules (7), (26) 



. / /^^2 



(to) du 
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tandis que la difTérence des vitesses est 

M, — w, = X (^2) — / (^1) = / y' H ^** 






,'ï 

L'ordre de grandeur des deux quantités m, — M2 et v/ — (oij — 0)2) (Pi — Pi) 

est donc donné par Finégalité de Schwartz (chap. i, n« 18). 
La relation 

(75) w, — w, = xK) — xK) 

doit, d*autre part, être complétée par une condition d'inégalité. Dans le 
mouvement étudié au n^ !90l, les deux discontinuités du second ordre exis- 
tant avant l'instant T viennent se rejoindre à cet instant en une disconti- 
nuité du premier ordre comprimante. Si, au contraire, on suivait le mouve- 
ment en sens inverse, comme nous venons de l'indiquer, la discontinuité du 
premier ordre qui existe à l'instant T et se dédouble après cet instant en deux 
discontinuités du second ordre serait dilatante. Il est aisé de voir qu'il en est 
forcément ainsi dans tout dédoublement analogue. 11 suffit de remarquer 
encore que le signe de la discontinuité dépend (n^^^ 1 lO et 1913) de celui 
du produit (mi — Ug) (Oj — O2). Or, le signe de Uj — Ui ou, d'après l'équa- 
tion (75), celui de x (^2) — X (***!)♦ ^st celui de Oj — 62, puisque nous supposons 
que les ondes les plus comprimées sont celles qui se propagent le plus vite. 
On voit par là qu'une discontinuité d'ordre un, née par la rencontre de 
deux discontinuités du second ordre, ne peut pas se dédoubler ensuite en 
deux discontinuités du second ordre, puisqu'elle devrait, pour cela, être dila- 
tante et non pas comprimante. 

![îl8« — Nous avons supposé qu'entre les pressions et les densités de 
part et d'autre de la discontinuité existait la relation 

(66) Pi<=P2^2' 

S*il n'en était pas ainsi, comme (dans Thypothèse 011 nous nous plaçons 
actuellement) le produit pw"' ne peut changer ni d'un coté ni de l'autre, il 
est impossible qu'aux instants suivants, cette discontinuité soit tout entière 
reportée à l'abscisse a -t- dt, en désignant par a l'abscisse de cette dis- 
continuité à l'instant t (mesurée sur l'état initial) et en supposant 6 diffé- 
rent de zéro. Nécessairement, il restera sur place quelque chose de la 
discontinuité primitive et comme une variation brusque de pression ne 
peut exister, comme nous l'avons vu, que dans une discontinuité qui se 
propage, ce sont les densités qui devront rester différentes. Toutefois, il ne 



MOUVEMENT RfiGTILIGNB DES GAZ 201 

faut évidemment pas oublier que ce raisonnemeot est tout théorique ; dans 
la réalité, il serait impossible d'admettre qu'il ne se fait aucun échange de 
chaleur entre les tranches en contact : les températures et, par suite, les 
densités de celles-ci tendraient donc à s*égalîser. 

219« — Cette discontinuité stationnaire qui vient ainsi se joindre aux 
deux autres, nous la retrouverons même lorsque la relation (66) sera véri- 
fiée, si nous tenons compte de Tobjection d*Hugoniot. Dans celte manière 
de voir, en effet, il est clair que la relation (66) n'entratne plus aucune- 
ment l'existence d*un état intermédiaire unique : nous devons admettre 
qu'entre les mouvements donnés se créent deux états intermédiaires, situés 
de part et d'autre de la discontinuité primitive, caractérisés par une pression 
et une vitesse uniques p, u, mais par deux dilatations différentes w', w". 
Nous aurons alors à écrire les conditions de compatibilité de Tétai (/}, Uy oi') 
avec l'état (p,, m,, w,) et de l'état (p, u, to") avec (p^, w^, w^) : soit 



Po(«i — w) 



(76) 



1 B 

2(P-^P,) («i - m) = ^-±if (p,o>. — P">') 



9 = P'~^ 



(76) 



4 6 

2 (P -+- P2) (w, — n) = —^j {p,i^, — pa>^). 



Lorsque pi, u^, w,.p,, Wj, 'o^ seront donnés, ces équations devront per- 
mettre de calculer py w, w', w", Oj, 0^. 

A cet effet, éliminons d'abord w' entre les deux dernières équations (76) : 
nous aurons 



et de même 

\* * ) r> P H ) — P2 — ;, __ ., — — 9o^2^ 



u 
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11 sera commode, ici, de prendre pour inconnues 6^ et 0,. L'élimination 
Aep et de u entre les équations (77), (77') nous donne 

(78) p, (0>, - O^co,) = '!^ {p, ^ p,) 

(79) PoQ?^.-^Pi . ?.^>.'-^P, _ ^.^* (^^ _ ^^). 

Nous supposons que les propagations des mouvements cherchés dans 
les mouvements donnés ont lieu en sens contraires. Si, pour Gxer les idées, 
nous admettons encore que Tétat désigné par l'indice 1 est celui de la 
région de gauche, nous devrons avoir 

(80) e, < 0, e, > 0. 

Or, si on la considère soit comme donnant 6i, soit comme donnant 6,, 
Téquation (79) est du second degré et a ses racines constamment réelles et 
de signes contraires. On en conclut aisément que si, maintenant, on consi- 
dère Of etO, comme des coordonnées cartésiennes, la cubique représentée 
par cette équation se compose d'une branche impaire (^) sur laquelle 6^ et 6, 
sont de même signe (et que nous devons par conséquent, laisser de côté) et 
de deux branches H^ H, analogues à celle d'une hyperbole, asymptotes 
aux axes et situées. Tune dans Tangle déGni par les inégalités (80), Tautrc 
dans l'angle opposé. La courbe n'admettant aucune tangente parallèle aux 
axes, les valeurs absolues de Oi et de 0^ varient constamment dans le même 
sens sur la branche impaire, constamment en sens contraires sur Hj ou 
sur Hj. 

Or l'équation (78) représente une hyperbole, les inégalités (80) étant 
vérifiées sur la moitié d'une des branches. Sur l'arc ainsi déterminé, les 
valeurs absolues de 0^ et de 0^ varient constamment dans le même sens. Il 
en résulte que cet arc coupe chacune des deux branches Hi et H, de la 
cubique en un point et en un seul, ce qui donne une solution unique de 
la question. Il est à peine nécessaire d'ajouter que Tétude du cas où les 
discontinuités mobiles seraient du même côté de la discontinuité station- 
naire (cas qui peut théoriquement se présenter, d'après ce que nous avons 
vu au n** ^15, mais dont nous ne nous occuperons pas), ne pourrait pas 
se faire, cette fois, à l'aide des mêmes calculs que la précédente, et que les 
é(juations à écrire seraient notablement différentes. 



{*) On sait qu'on nomme ainsi une branche de courbe qui est coupée par toute 
droite en un nombre impair de points. 
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On pourraîl égalemeDi se demander comment la pression intermédiaire p 
est située par rapport aux pressions jOj et^^g. On répondra aisément à cette 
question en faisant varier le point (6,, 6^) sur Thyperbole (78) et calcu- 
lant p par les équations (concordantes^ (77), (77') ; il est clair que p est 
croissant avec | 6, | et | 6, | . Il suffira dès lors, de substituer dans l'équa- 
tion (79) les points qui correspondent k p = p^ et p =i p^, 

220« — Le gaz étant primitivement en repos, supposons qu'on com- 
munique brusquement au piston un mouvement uniforme de vitesse 
donnée V. On peut se proposer de déterminer le mouvement qui prendra 
naissance dans ces conditions. 

Comme Tout montré tout d'abord MM. Sébert et Hugoniot* (*], puis Hu- 
goniot seul dans le Mémoire cité, les équations de compatibilité précé- 
demment établies permettent de résoudre très simplement ce problème. 

Nous allons voir, en effet, que, soit dans l'hypothèse de Riemann, soit 
dans celle d*Hugonioi, il existera un mouvement de la forme 

(81) a) = (aa -{-Wl 

(b) constant) qui sera compatible avec le repos, la vitesse de propagation 
étant, bien entendu, constante. Dans ce mouvement, le gaz restera bien en 
contact avec le piston puisque, pour a = 0, on aura x = Vt. 

De plus, la quantilé k qui figure dans la formule (2') sera constante 
même en tenant compte de robjeclioii d'Hugoniot, tout en ayant, dans 
ces conditions, une valeur ditîérente de celle qui correspond au repos, k ne 
dépend en effet, que des éléments de la discontinuité : or ces éléments 
sont ici des constantes. 

k étant constant, féquation aux dérivées partielles aura la forme (S) et 
sera, par conséquent vérifiée par Tex pression linéaire (81). 

Parlons d'abord des formules d'ilugoniot : p, étant la pression primitive 
au repos,/? la pression inconnue qui existera dans la partie en mouvement, 
les équations de compatibilité seront 



(82) V 4- ((o — i) = (condition cinématique). 

(83) p — Po^ ?o^y (condition dynamique). 

(84) 



P m -+- \ — (m — t ) tu 



Pq {7n -t- 1) oj — (r/i — 1 )' 
Il y a lieu de remarquer que la solution serait à peu près évidente si la 

0) Sebert et llugoniot, C, R, Ac. der " ^-me XCVIII, p. 507; 25 février 188i. 
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donnée du problème était comme au n® 190, la pression p (supposée cons- 
tante et différente de p^). On aurait alors w par l'équation (84), ou par 
l'équation de (^isson, si Ton restait au point de vue de Riemann, puis les 
deux équations (82) (83) se résoudraient absolument comme au n* 206. 

Revenons au problème posé, celui où la donnée est Y et non plus p. 

Nous prendrons alors 6 pour inconnue : les équations précédentes don- 
neront 

(85) e^-??L^_iev-^e? = o. 

^ Po 

Le choix de l'inconnue offre cet avantage de permettre de décider im- 
médiatement entre les deux racines de Téquation précédente : celles-ci 
sont, en effet,' de signes contraires et, si comme nous le supposons toujours, 
le gaz est situé du côté des a positifs, c'est la racine positive (|ui convient 
seule, la racine négative correspondant au mouvement analogue engendré, 
par le même mouvement du piston, dans une masse gazeuse en repos située 
de Tautre côté de celui-ci. 

Nous aurons donc 



6 



= ^'v--\/(^^'-^?- 



Toutefois, une condition est encore nécessaire pour que la solution ob- 
tenue convienne au problème : il faut que Ton ait p > 0. Celte copdition 
est toujours remplie pour V >> ; mais, dans le cas contraire, c'esi-à dire 
si le piston a un mouvement décomprimant, on devra avoir 



<p7V 



^^ Pp. 

ce qui donne 

(86) V*<y— 2v,-. 

Pour des valeurs plus grandes de — V, le gaz cesserait de suivre le 
piston, absolument comme nous Tavons vu au n" 192 ; seulement, lorsque 
la vitesse limite était atteinte progressivement, son expression était 

V = j- = — ^^ t / — ^', quantité supérieure à celle qui est donnée 

par la formule (86). 

On doit aussi remarquer que,] dans le cas de la vitesse brusquement 
communiquée, la pression et la température absolue deviennent seules 
nulles sans qu'il en soit de même de la densité. 
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881. — Si l'on restait dans les idées de Riemann sans lenir coniple de 
Tobjection d'Hugoniot, on devrait remplacer l'équation (84) par 
(66') po)*» = p^. 

Celle-ci représenterait, comme précédemment, une courbe dont il fau- 
drait prendre Tinlersection avec l'hyperbole (p — Po) (i — 10)= o^y^ résul- 
tant de l'élimination de entre les équations (82) (83), ou plutôt, avec la 
branche de cette courbe qui correspond à 6 >> 0. On trouvera encore une 
solution et une seule, l'un des points de la courbe (66) dont la distance 
hyperbolique au point (!,/>,) est V. 

La question se présenterait d'une manière tout analogue si le gaz, au 
lieu d'être primitivement au repos était animé d'un mouvement de la 
forme (81), avec une dilatation w^^ et une vitesse V^. On aurait à chercher, 
sur une courbe analogue à (66), un point situé h la distance hyperbo- 
lique (V — Vo) du point (o)^, pj. 

^99. — On peut aisément déduire de ce qui précède une mesure de la 
résistance opposée par le gaz au mouvement du piston. 

Supposons à cet effet celui-ci placé tout d'abord entre deux masses de 
gaz au repos et homogènes entre elles, l'une située du coté des a positifs, 
l'autre du côté des a négatifs. Si, dans ces conditions nous lui donnons 
instantanément la vitesse positive V, nous ferons naître, ainsi qu'on vient 
de le voir, deux ondes se propageant en sens contraires. L'une, correspon- 
dant à la racine positive 0^ de l'équation sera de compression ; l'autre, 
correspondant à la racine négative 0^ de la même équation, sera une onde 
de dilatation. Les pressions correspondantes p^ et p^ se calculeront immé- 
diatement à l'aide de l'équation (83) et il viendra 

iST) p.-p, = p, V(fl. - e,) = 2p.V y/(?î^)V3 ^ Wo, 

Cette quantité représente la résistance cherchée, celle-ci étant la résul- 
tante des pressions exercées sur les deux faces du piston. 

L'expression (87) croît à peu près proportionnellement à la vitesse pour 
de petites valeurs de celle-ci et au carré de cette vitesse lorsque sa valeur 
est grande. C est précisément une loi assez analogue que l'on observe expé- 
rimentalement dans le mouvement des projectiles ; mais avec une crois- 
sance un peu plus lenle (*). Celte discordance n'a rien qui doive surprendre 

x*> Ainsi que nous l'avons dit au n*» tit, la résistance parait avoir sensiblement 
la valeur qu'elle prendrait s'il n'y avait pas dépression à l'arriére, c'est à-dire si 
l'on avait >2 — i^o i^^ ^e plus Oi r_- Vj. 
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et il est même naturel qu'elle se produise dans le sens que nous venons de 
dire puisque, dans notre tube, le piston ne peul se mouvoir sans refouler 
entièrement devant lui le gaz, tandis qu'à Tair libre, celui-ci peut glisser 
latéralement, ce qui diminue évidemment la résistance. 

Cependant, môme en restant au point de vue du mouvement rectiligne, 
les considérations précédentes soulèvent deux observations. 

Tout d'abord, elles doivent être modifiées. si la vitesse V dépasse la 
limite (86). Alors, en effet, le vide se fait à la face postérieure du piston ; 
par conséquent, la pression (négative) p^ doit être remplacée, par 0. La 
résistance est donc 

» = P, =P. + ,.v(2.f-' V . y/(^fî)W^. 

En second lieu» il est plus naturel de supposer que le piston acquiert la 
vitesse V progressivement et non instantanément. Ce sont alors les for- 
mules des n®* 141 et t82, qu'il convient d'appliquer, et non celles dont 
nous venons de nous servir. On devra donc calculer co par la formule (54), 
(n° 188) et prendre ;> = <p (co) = Po ***"""*> c® fl"* donne 

X = 1 / — ^ désignant encore la vitesse du son en l'état primitif. 
Le même calcul pour l'onde d'arrière donnera 

/. w — 1 V\ 



2m 



d'où 

R = p.| (1 + 



[ 2m 2m "1 

le terme soustractif devant toutefois être remplacé par lorsque V dépasse 
la limite trouvée au n^ 102. 

La résistance ainsi calculée croîtrait notablement plus vite que le carré 
de la vitesse. 

Seulement, à son tour, le raisonnement précédent ne peul être accepté 
sans objection. Tl suppose, en effet, que la singularité de Riemann-Hugo- 
niot ne se produit pas. Or l'bypolhèse contraire est bien plus vraisemblable. 
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dans les conditions où s opère, par exemple, le mouvement des projectiles. 
Dès lors, il faudra admettre qu'il oatl, à un instant déterminé, deux ondes 
de discontinuité du premier ordre, l'une se propageant en avant, l'autre en 
arrière. Cette dernière, par réflexion sur le piston, donnera une nouvelle 
onde à vitesse positive, laquelle, se propageant plus vile que la première(*), 
la rattrapera. A ce moment deux nouvelles ondes naîtront ; et ainsi de suite. 
Ilugonîot admet que cet échange d'ondes aboutit Gnalement à la cons- 
titution d'un état identique à celui qui se produirait si la vitesse V était 
communiquée d'emblée au piston. Nous constaterons plus loin, dans un 
cas particulier, que les choses se passent bien réellement ainsi. 

223« — Nous allons actuellement aborder la discussion du phénomène 
de Rîemann-Hugoniot. 

Nous supposerons pour simplifier, que le gaz, dans son état primitif^ est 
au repos ; que l'onde de tête est la première à présenter la singularité con- 
sidérée, et aussi que le mouvement communiqué par le piston à la partie 
du fluide qui l'a voisine (partie que nous supposerons située à gauche) est 
analytique. Nous allons tout d'abord former l'équation de ce mouvement. 
On doit, à cet effet^ comme nous le savons, éliminer /^ entre les équations 
(59) et (60). 

L'arête de rebroussement de la développable ainsi obtenue est déGnie 
(n** 104) par l'équation 

| = ('-'o)x'K)^«-x'K) = o 

qui, en général (et nous ne traiterons pas le cas exceptionnel où il en serait 
autrement),, sera résoluble par rapport à t^. Soit t'^ la fonction de t qui 
substituée à t^ vérifie l'équation précédente. Dans les équations (59) et (60), 
où Iq n'est plus égal à t'^, puisqu'on n*est plus sur l'arête de rebroussement, 
posons 

^0 = t'o + ^• 

a el X deviendront des fonctions de ^ et de t lesquelles, ordonnées suivant 
les puissances de celte dernière variable, manqueront de termes du premier 
degré : soit 

(89) 

(*) Voir plus loin. n<> tS8. 
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û^o» ^0' ^a> ^3> ••• î ^2» ^3> ••• <^*ta»t clés fonctions de /, les deux premières 
telles que a = a^ (f) et a? == X^ (t) donnent les équations de Tarête de 
rebroussenient. Toutes ces fonctions de t sont d'ailleurs analytiques. 
Lequation (88) permet de développer t suivant les puissances de 

V^flo — a, à moins que a^ ne soil nul à Torigine, hypothèse que nous écar- 
tons encore ('j. 

Substituant ce développement dans (89), on obtient la valeur de x cor- 
respondant au mouvement de gauche. Nous désignerons cette valeur par X. 
On aura (en désignant par X,, X3, ... des fonctions analytiques de t) 

(90) X = Xo 4- (a, -« a) X, 4- {a, - a)^ X, 4- .... 



24^4. — Nous supposerons Torigine des espaces et celle des temps trans- 
portées au lieu et à Tinstant où naît le phénomène. Dans ces conditions, 
Xq et Qq sont nuls avec i : ils commencent par des termes en X^ en dési- 
gnant par X la vitesse du son qui correspond à l'état primitif du fluide. De 
plus, la surface étant tangente au plan a? = a, on a X, (0) = — 1. 

Nous conviendrons que, dans l'équation précédente, le radical (a^, — a)'i 
est pris avec sa détermination positive. S'il en est ainsi, le coefficient X» (0) 

doit être positif. En effet, le mouvement du piston étant comprimant, on 
doit avoir X > a, et ceci ne peut avoir lieu, pour t très petit et d'ordre au 
plus égal à celui de a^ — a, que si Xs (0) > 0. 



225* — 11 s'agit maintenant d'obtenir l'équation du mouvement inter- 
médiaire qui prendra naissance entre le mouvement ainsi défini et la partie 
de droite qui est au repos. Nous ne pourrons d'ailleurs le faire sans déter- 
miner du même coup la marche des deux ondes qui se propageront; autre- 
ment dit, en même temps que l'équation du mouvement, il faudra trouver 
le domaine dans lequel il est défini. 

C'est la difficulté signalée au n*^ t68. Mais elle est ici particulièrement 
grave. Dans les autres questions de Mécanique où le mouvement cherché 
n'est pas représenté par une seule équation analylique dans tout le corps 



(1) Si le coefficient a^ est diOérent de zéro, il en est de même de or-j. Car pour 

-- = 0, la quantité ^., = 2a:., est égale a Wy -,- , en vertu de 1 identité r;- = wq .r;- . — 

Les deux coefficients a.2, x.2 sont d'ailleurs négatifs dans le cas actuel, la surlace 
étant située à gauche de son arête de rebroussement. 
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considéré, les régions dans lesquelles ce mouvement a des expressions 
diiïéreules, sont en général connues a priori» Tel est, par exemple, le cas 
d'une onde du second ordre qui se propage dans un gaz donl le mouve- 
ment antérieur est donné, ce mouvement intervenant seul dans l'expres- 
sion delà vitesse de propagation. Il en est autrement, nous venons de le 
voir, dans la question actuelle. 

Nous traiterons celle-ci, pour simplifier, sans tenir compte de l'objection 
d'Hugoniot. Nous admettrons que, à la naissance de la discontinuité du 
premier ordre, il s'établit dans la tranche intermédiaire une pression, une 
densité et une vitesse uniques. Il est aisé de voir, alors, que cette pression, 
cette densité et cette vitesse ne peuvent être autres que celles qui existent 
dans la tranche de droite (par conséquent, m = 0, w = 1) et qui, initiale- 
ment, ont les mêmes valeurs dans la tranche de gauche (*). 

Nous aurons alors à déterminer : 

i^ L'abscisse ai de la discontinuité entre le mouvement cherché et le 
mouvement de gauche ; 

2* L'abscisse a^ de la discontinuité entre ce même mouvement et la partie 
droite au repos. 

Les deux ondes de discontinuité se propageant avec une vitesse initiale 
égale à vitesse X du son introduite au n° 175, a^ et a.^ auront des dévelop- 
pements commençant par des termes en zh X/ : nous écrirons 

(91) a, = — X^ — ^zt\ — V2 <» .... 

et 

(92) a^^X^-h ji,<2 ^ .... 

en admettant par avance (^) (ce que la suite du calcul vérifiera) que a^ ne 
contient point de termes à exposants fractionnaires en t. 
3" L'équation du mouvement de la tranche intermédiaire. 



(•) Soient po l* pression primitive, p la pression et u la vitesse existant au pre- 
mier moment dans la tranche intermédiaire. On devrait avoir à la fois 

U " U ^ 

Ôi et 62 désignant les vitesses de propagation des ondes. 

Or ceci ne peut avoir lieu que pour p = j;^, u =: 0. 

(=^) Il est clair que nous aurions pu laisser tout d'abord indéterminés les exposants 
de t aussi bien que les coefficients. La suite du calcul donnerait pour ces exposants 
les valeurs mêmes que nous leur avons assignées ici. 

IlAPAMAnO i4 
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Les conditions à vérifier par ces diflérentes inconnues seront d'abord 
iVquation aux dérivées partielles 

laquelle devra avoir lieu dans toute la tranche inlcrmédiaire. 
La fonction ^ étant donnée par la relation (41) on aura, en posant 

(93) ^ = 03 = i H- £ 

et en tenant compte de la formule (42) qui définit X, 

(94) <K1 + e) = X« [l _ (m + l)e + (^L±J^(5L±1) e' + ....]. 

En second lieu on devra avoir 

(95) X = a, pour a = a^ 

(96) 57= X= Xq 4- (flo — à) X^ H- (Uq — a)s Xa H- pour a = a^. 

De plus les deux discontinuités a^ et a^ devront vériGer les conditions de 
compatibilité. Nous n*avons pas à écrire les conditions cinématiques, les- 
quelles sont implicitement contenues dans les conditions (95), (96). 

Les conditions dynamiques et physiques donnent (puisque nous sommes 
dans rhypolhèse de Riemann) 






-ne)-" — (1 ->-£,)- 



(en posant encore to = 1 4- e, w, = ! -j- e,) ou 

(97) e = ± X [l - ^* (. + s,) + ....] 

Dans la partie au repos, e, est nul. Au contraire dans le mouvement de 
gauche il a une valeur en général différente de et qui doit être calculée 
par l'équation (90). 

On a donc les deux conditions supplémentaires 

(»») ^ = -»['-'t^' (■ + ■.) + •■■■] 

,99) *;.=x[.- "fi. *..,.] 

où il est entendu que, dans l'équation (99), e est calculé pour a = a2 tandis 
que dans l'équation ''98), t et e, correspondent h a = a^. 
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226. — Pour développer x en série nous introduirons, au lieu de a et 
de ^, les variables 

(100) Kl = a^M. 

M = a — a, 

dans lesquelles 

(101) a = X<-+-(M, 4- fx,)/^ -h.... = fl, -hMj<* 4-M3<3 4- .... 

désigne un développement à coefOcients indéterminé? (sauf le premier) 
ordonné suivant les puissances de i, La variable S n'est d'ailleurs introduite 
que pour simpHGer le calcul. Il n'en est pas de même, comme on va le voir, 
de la variable t), qui joue un rôle fondamental dans le développement. 
Nous écrirons 

(102) a? = a 4- Fa -h Fj -h .... = a 4- F 

les Fj étant des ensembles homogènes en \, ti de degrés marqués par leurs 
indices. 
Gomme on a 



_ô ô 



ô ^ _ /i^ _ aV 



ôf« &Ç* ôtôn 07)» ôï) 

(a', a' désignant les deux premières dérivées de a par rapport à i), l'équa- 
tion (8) s'écrit 

(^03)) ^"^"(^"^T.^ v)Ln*-^^-^)-'J 

i _2X(a'-x)|f--(,'»_x»)5!f-.'5!:. 

Dans cette équation, a' et a'^ peuvent se remplacer par leurs développe- 
ments en i. Mais ils peuven t également se développer suivant les puissances 
de la variable ? -h t), en fonction de laquelle i pourra s'exprimer, moyen- 
nant la résolution de l'équation 

(104) ?4-Y)==a4-)J = 2X<4-(M, 4-fx,)<*4- ... -h(M;i4-KA)<*-h... 

Dans l'équation (103 j ainsi écrite, un terme quelconque du développe- 
ment de F fpourvu qu'il contienne à la fois \ et r^) donnera dans le premier 
membre un terme de degré moins élevé que dans le second. 



/|2 CMAfiTIIE ir 

S'fU^ iis^ifn^ron^ par :. et r . l^s valeurs de ;. ^, correspoodanl ka =a^, 

^ ;, -— .jl — ,,/- .... 

I r.i r-.^ 2>/ — vî/î -^ (V. -~ M, -h [!,) r* -r- ...., 

j#ar 5^, / , l«*H valffur» de ces mêmes variables pour a = a^, soît 

(106; ;, = 2>/-t- fi,/* -^ .... -T- [**«*-+- .... 

^106'; r„ = M,i* -h .... -h MaI* -h .... 

l/équation (96) n'écrira donc, 

fl07; K(J,, /.,) =. X, «a, 4-(ao-a,) (i -+.XO-+-(ao - a,)* X3 4- ....; 

l'équatior) (95) 

^108) F(?„r,,)=0 

IcH ('•(|iialion8 ^98) et (99), 

,.,0, >,.,-.„.,.,.... = >.[.-S,fl(|-|).....]- 

^27. — (It'Irt posô, considérons, dans Téqualion (103), les termes 
ironlri' — ,^. (Viix-oi seront exolusivemenl fournis par le terme Fs du dé- J 

vi'lonponiont do V\ On devra donc avoir -^ — == 0, d'où 

Vlir F^ KTi-r-K;5. 

I On oiH'ftioionls K o( K >o dètorminoront par les conditions aux limites 
V 107 '\ 10S\ TvuU d'al»Md p uir II -— «ij, r. ei^l de Tordre de /* au moins? 
t«-\iidiH(|uo ; o>( do l'ordiv do ;. l..i condition ^108 montre dès lors queK' 
do»l iMrx^ nuL 

ttîîxS. Vu c.MïtrAiiv, jvm:i ; - ,;^. !.\ quanti té a^ — a a pour partie 



i 
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principale 2X^, et il en est de même de ?] : la comparaison des termes 

3 
d'ordre ^ de x et de X donne donc 

K = dz X3 (0). • 

Nous voyons ainsi que K est en général différent de zéro. Nous aurons donc 

un terme en r<2 et, par conséquent, dans la surface représentative, une arôle 
de rebroussement, correspondant à t; = 0. Une seule des napjtes séparées 
par cette arête devra faire partie de la portion utile (sans quoi» comme pré- 
cédemment, on trouverait deux valeurs de a? pour un même sysléme de 
valeurs de a et de t) : nous conviendrons que c'est celle -qu'on obtient en 

donnant à v^t) sa valeur positive. 

S'il en est ainsi, dans la condition (107), le radical v^ = v2X/ -h ... 
devra recevoir sa détermination positive. Comme il en est de même de 

v/a^ — ^* ^^ vertu de la convention faite au n® 224, nous devrons écrire 

. K = Xa (0). 

quantité positive, ainsi que nous l'avons remarqué plus baut. 

220. — Envisageons maintenant les équations (98) et (99) en ne rete- 

I 

nant que les termes d'ordre ^. Il n'existe aucun de ces termes dans le 

quantité e pour a = a^, t)^ étant d'ordre supérieur à 1 en t. Donc il n'en 
existe pas non plus, au premier membre de l'équation (99) et par consé- 

8 

quent nous voyons bien que a^ ne contient pas de terme en fi. 

Pour a = Cl, des termes d'ordre ^ apparaissent dans e et £, ; ces termes 

sont d'ailleurs connus. Nous connaissons, en effet, le second membre de 

3 
l'équation (102) jusqu'aux termes d'ordre ^5 inclusivement; et d'autre 

part le premier terme du développement de ~ qui dépend de va (savoir 

celui qui provient de {a^ — 01)2X3) contient cette quantité comme coeffi- 
cient de la première puissance (au moins) de t. 

On constatera d'ailleurs que les lermes en n se détruisent dans e h- e, de 
sorte qu'on a va = 0. 

8 
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230. — La détermination des termes d'ordre 2 est tout analogue. 
L'équalion (103) nous donne 



*^'S = I('« + *)^*K». 



Ô$ÔT) 8 

car le seul terme d'ordre zéro qui existe au second membre de cette 

3 - 



équation est obtenu en multipliant le facteur j r^ ï (provenant de ^-4 ) 
I) I provenantde^f 1 -i- ^ «_ L.J «. x« j. On aura donc 



3 
par s m 



F, = 3I (m -4- i) K«b. H- K, V + K',ç« 

K^ et K . êlani des coeffideots à déterminer. L*équation (108) donnera 
K^ == 0. car les autres termes sont tous d'ordre 3 au moins. L'équalion 
;,i07 fera coonallre Kj par Texamen des termes d'ordre 2 en /. Puis 
rêquatîiMi ;109) détermine »^. 

Au eoatraire. la condition (^110) ne sufBt pas à déterminer {i^. Les termes 
en r coo tiennent, en efiel, le coefficient arbitraire H, qui n'a joué jusqu'ici 

dF ^ 1 

ducun rôle, et qui s'introduit par le terme ^ = 75 Kij,? 4- ... 
IVsi^oons par 

(118) a«.f — «,1* -T- ... -h m*/* -h... 

Li ra ine cstré^ p*\sîtic^ du déreloppement r, = M^f* 4- M^t^ -f- ..., de 
sorte ijue >h e<i la racine carrée positive de M^. C'est ce développement 

(112 qui devra ^tre sulistitué à t.jS dans l'équation (110) : nous aurons 
alors : 

(113) .^ ^ ->Mm - n '^ ,,, ^ ^ X'(m + i)'K'. 

4^*11 • — Nous avons à trouver entre ^i, et iw,, une seconde relation : 
rello-ci va résulter de la considération des termes d'ordre «. 

Considérons, dans réquation (103 , les termes d'ordre ^. Certains d'entre 
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eux sont en y)î. Mais deux autres sont en ï^î" 2 : ce sont ceux qui pro- 
viennent du produit de -—y = l 'i " * "^ •••» d'une part par 

,(..LF)_».= ..[_<„^.,(|_>|)^...] 

= 1 X»(ot -h 1) ,1 + ^ (m 4- lyKn + .... 
d'autre part, par 

4X(M, + H,) t = 2(M, + (X.) « + 1)) + .... 

Une fois intégrés par rapport à ^ et à t], ces termes contiendraient en 

facteur t] à la puissance ^ seulement. 
Je 

Or cette circonstance rendrait inexacte la formule (113) : la quan- 

xU* xl? xlT* 

tiié — = -2, contiendrait, en effet un terme en Ç*>i" ï , lequel, pour 

a = a^, serait d'ordre 1 en ^ puisque y) est d'ordre 2. 

C'est cet inconvénient que nous allons éviter en disposant du coefficient 

arbitraire M, = m,^ de manière a annuler ce terme en >î~ 2. Nous écri- 
rons donc 

(114) 2 (M, 4- II,) = 2(mf + |ij = 3^ (^ H- i)*Kn^ 

ce qui, joint à la relation (113), nous permet, celte fois, de déterminer 
fn^ et (i, : en éliminant ce dernier, il vient 

ml 4- -^^g X{m 4. i) K.m, — A (m 4- 1)*K*X^ = 0. 

Nous savons que nous devons prendre la racine positive de cette équa- 
tion : nous aurons donc 

_3X(m+l)K 
S32. — Ayant ainsi calculé les premiers termes de nos inconnues, 
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nou> allons moutn^r d'une manière générale, commenK on obliendra les 
«uîranU : 

Supposons qu'on connaisse : 

Le dêreloppement de F en fonction de ;^ t jusqu'aux tennes d'ordre g 

ÎDclusi rement q étant un entier ou un entier >t- ;î i : 

Le développement de a.^ en fonction de f jusqu'au même ordre : 
Lft> développements de 2 et de a^, jusqu'à Tordre q — ^ seulement. Le 
premier de c^eux-ci nous fait connaître r en fonction de : -t- r, jusqu'aux 
tennes du même ordre q — .^ ; et la connaiasaoee du déreloppement de 
s — j, = r, équivaut à celle du dèveloppiemeDl^llS jusqu'aux termes 
en r-[- 

V -us >uppc«5ons de plus : 

I* 0-^ li p*arlie ccnnue du dévelopf-ement de F ne cc^ntienne nulle 

par: r avtsr l'exposint ;^ : 

2 i];;e ceîîe quantité r sc^it U s»ij!e a y îr^ure-r av« d*s exposants fra^ 
tL'iinainE^. et qu'il n'en entr-r auiur. dans îe> j-»arti-*? connue» des dêvelop- 
]>?n.vPl« de a et de ::., 

Dar.s ves cc-ndi tiens, nous iîij-aî dé;ermtner k* termes d'ordre g — .) 
.^r* F «r: vîe .: . les îerînes d'c-rdrv» r de = et de ?.. 

L».nLs ie r<^OLi mriubiv dv 103 . ::«u> .•€;> irrme» d'^^rdre ? — .^ sont 
•:■ !;»>, «uf .r'.^x qiîi [•?■ vfr: pr.A'rEi* d : prd-it dr 



Mà.s .:£•.-> .^■..\-:i. i: \ t: a i:r. :.-. r>î -- ; " --1. avec le coefBcienl 
- .7 ^ : .. > .i; î f ■ ;: i . : r. 1 > M ■ r.= • ' - l iî ■ } ■:. que ce terme dp- 

:r.::>f "f ::-;..:- >fr.:y.Ar> :^r;v:",i : ir JÎ . i \ i.Cecidonnera 

i Â..::U-S M — .:=■. -s: : ; >- Ti T-i^ t= Ut, p-Î^^Ue UOUS SUppO- 

> z>:- .:> - ..^ = . . - -. .^^ :t r- -'ss*nf^ frac*^-"" 
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M, 4- \iq étant coddii, nous connaîtrons — ~ — * et par conséquent, 

F, 4.J lui-même à deux termes près, l'un en Ç«"^f, l'autre en r^i + l. Le pre- 
mier de ceux-ci se déterminera par l'équation (108), le second par l'équation 
(107) ; ils donneront en eiïet, dans ces deux équations respectivement, les 
seuls termes encore inconnus (*) en ^î + a. 

Moyennant ces résultats, on connaît, dans le second membre de Téqua- 
tion (109), tous les termes en t^^l et on a, par conséquent, le coefGcient 

Dans l'équation (99), on connaît également tous les coefficients de Z^^* *, 

sauf le coefficient ^fi, du premier membre et le coefficient X — j -y wîç_, 

qui, au second membre, provient du développement de 

' m-h ! ôF . m-f- 1 /3K i \ 

A 1 =r A . ( -rt Ti,* 4- .... )• 

4 Csr,^ 4 \ 2 •« / 

On a donc la différence qiiq ^^ ^ mç_,. Comme on a obtenu, 

d'autre part, M^ -f- fi^ (c'est-à-dire, à des termesconnus près, 2mj m^_, -h ji,), 
[iq et niç_ J sont connus. Ils sont d'ailleurs nuls pour q non entier, puisque 
le calcul fait au second membre de l'équation (110) n'introduit pas de puis- 
sances fractionnaires de t, 

233» — Nous pouvons donc bien calculer de proche en proche tous les 
coefficients cherchés et nous aurons des développements satisfaisant for- 
mellement aux conditions du problème. Il resterait à prouver que ces 
développements convergent. Mais cette démonstration serait très difficile, 
sinon tout à fait impraticable, en se plaçant au point de vue que nous 
venons d'adopter. En réalité, c'est sous une forme toute différente qu'il y 
aurait lieu de traiter la question. 

Ainsi que nous l'avons remarqué, le développement de j:, ordonné sui- 
vant les puissances de ^ el de v/îj (avec exclusion des termes du premier 
degré en ^r,) représente, en supposant sa convergence démontrée, une sur- 



(' Dans le terrao {œq — a,/ du développement de X, le terme v,^^-^' f' + l du déve- 
loppement de a, donne un terme en r' + .J-^''-^ D'autre part, pour h = i, ce terme 
est multiplié par 1 4- ^i* lequel est privé de terme constant. 
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face à arête de rebroussement. Il est aisé de voir que toute équation aux 
dérivées partiellps du second ordre de la forme (17) admet des surfaces 
intégrales de cette espèce. Il suffit, en effet, pour en obtenir une, de traiter 
le problème de Cauchy daos des condilions telles que la relation (21) soit 
vérifiée, mais non la relation (22). 

Les considérations dével(»ppéps plus haut (n® t50) montrent bien 
qu'alors les dérivées secondes sont infinies. Si d'ailleurs on effectue un 
changpment de variables de manière à ce que la courbe y devienne Taxe 
des X, il est aisé de s'assurer, au moins formellement, que jr admet un 
développement suivant les puissances de x et \^y. Plus généralement, sup- 
posons qu*en un point de la courbe y I& condition (21) soit vérifiée (à 
lexclusion de (22)). Un c^ilcul tout analogue à celui qui vient d'être 
exposé fournira un développement formel de z représentant une surface à 
aréle de rebroussement (celte arête étant tangente à y aii point considéré). 

Seulement, rien ne prouve que les développements ainsi obtenus soient 
convergents. C'est ce que Ton reconnaît au contrairesi Ton opère une trans- 
formation de contact. Effectuons par exemple, la transformation de Legendro: 
nous devons remplacer .r, //, ;r, p, q parp, q, px -\- qy — z, x, y \ A, B, 
B', C, D par D, B', B — C, A. Après cette transformation, la relation (21) 
cessera d'avoir lieu à moins que primitivement on n'ait en outre la 
suivante 

(115) D{dpdx-^ dq dy) -h B' dq^ -i- 2 Crfp dq -h Bc?p» = 0. 

11 est évident a priori que cette seconde relation est vérifiée si Ton a ^22), 
puisque le système des deux équations (21) et (22) est invariant par une 
transformation de contact. Pour vérifier ce fait, il suffit de multiplier Téqua- 
tion (21) par dpdq, l'équation (115) par dxdy, et d'ajouter : la relation 
obtenue se décompose en l'équation (22) et en la suivante 

(116) dp dx -h dqdy = 0. 

Nous excluons le cas où la relation (22) serait vérifiée : il se pour- 
rait alors que Ton eût affaire à une caractéristique. La transformation 
de Legendre fera donc disparaître la singularité sauf le cas exceptionnel où 
Ton aurait (116). Le problème transformé aurait une solution régulière, 
la surface représentative de cette solution ayant seulement, en chacun des 
points primitivement singuliers, l'allure d'une surface développable, c'est- 
à-dire vérifiant en ces points la condition rt — s^ = 0, ainsi qu'il est facile 
de s'en assurer. 

En revenant à l'ancien système de variables, la singularité considérée 



MOUVEMENT RECTIU6NB DBS GAZ 2i9 

résultedes formules du n^ 163, qui fout conne^ttre l'eiTeide la transforma- 
tion sur les dérivées r, s et t. Un calcul élémentaire, et d*ailleurs tout 
analogue à celui qui a été fait au n^ 163, montre que cette singularité est 
une arête de rebroussement (autour de laquelle la surface est représentée 
par une équation analogue à (90)') correspondant à la ligne qui est sur la 
transformée de [^gendre le lieu des points paraboliques. 

Reste le cas où Ton aurait (116) : alors la transformation de I.egendre 
ne ferait pas disparaître la singularité. C*est ce qui arriverait si la surface 
cherchée avait, au voisinage de son arête de rebroussement, Tallure d'une 
surface développable. On peut toujours éviter cette circonstance en effec- 
tuant au préalable la transformation qui consiste à remplacer la fonction 
inconnue z par z — F{x, y), F étant une fonction arbitraire, p et q sont 
alors diminués des dérivées de crlle-ci, dérivées dont on peut évidemment 
disposer de manière à ce que la relation (116) cesse d'avoir lieu sur 7. On 
voit donc que, dans tous les cas où l'on a (21) mais non (22), le problème 
de Cauchy a une solution représentée par une surface à arête de rebrousse- 
ment. Il est d'ailleurs clair qu'inversement, toute surface intégrale à arête 
de rebroussement peut être considérée comme obtenue de cette fa<;on ; elle 
peut être changée, par une transformation de contact convenable, en une 
surface régulière. 

Tel sera donc le cas de la surface dont nous avons appris tout à l'heure 
à développer l'équation. La meilleure méthode pour étudier cette surface 
parait dès lors être d'effectuer une transformation de contact telle que la 
surface (90) et la surface cherchée soient remplacées par des surfaces régu- 
lières. La question ainsi transformée sera alors une de celles auxquelles on 
peut essayer d'appliquer la méthode des fondions majorantes. Seulement, 
une étude nouvelle sera nécessaire à cet effet, car cette question ne rentre 
dans aucun des problèmes traités jusqu'ici. Elle conduirait à les généraliser 
encore, en abordant le suivant, qui les comprend tous comme cas parti- 
culier et dont l'étude offrait en elle-même un grand intérêt : 
Etant données cinq équations aux dérivées partielles 

F = o, A = o, /; = o, /i = o, /; = (), 

trouver une surface intégrale de la premièi*e équation sur laquelle il 
existe une ligne l où Von ait à la fois /", == 0, /"^ = et une ligne V où 
Von ait à la fois f^ = 0, /i = (ces données étant supposées telles que 
CCS différentes conditions puissent être vérifiées ensemble à l'origine où les 
deux lignes /, V devront passer). 

En un mot, on ne connaît ici, aucune ligne par laquelle doit passer la 
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surface cherchée : on sait seulement que, le long de son intersection 
(inconnue) avec la surface (90), les coefficients angulaires de son plan 
tangent doivent vérifier Téquation (98) et qu'une équation analogue doit 
avoir lieu sur son intersection avec la surface x = a. 

4^34. — Sans nous arrêter à rechercher si Ton pourrait disposer de la 
transformation de contact de manière à ce que ces conditions deviennent 
ponctuelles, en sorte qu'il en résulle la connaissance de deux lignes situées 
sur la surface transformée, nous remarquerons que la question se pose 
d'une façon un peu diiïôrente si ce n est pas sur la première onde que le 
phénomène se produit lout d'ahord, ce qui arrivera par exemple, si on 
commence par donner au piston une accélération négative pour changer 
plus tard le signe de celte accélération. Dans ce cas, l'arête de rebrous- 
sèment de la surface qui représente le mouvement de gauche aura un 
point de rebroussemeni, de sorte que le développement (90) et le dévelop- 
pement cherché devront être modifiés en conséquence. 

Il est également clair que la question deviendrait notablement plus com- 
pliquée s'il fallait tenir compte de l'objection d'Hugoniot. Non seulement, 
en effet, on aurait deux nouvelles surfaces à trouver et non point une seule, 
puisqu'il s'établirait au point origine du phénomène une discontinuité 
stationnaire portant sur les dilatations ; mais comme nous l'avons dit au 
n° 4^ I 1 , aucune de ces surfaces ne sati>ferait à l'équation aux dérivées par- 
tielles (8) : cette équation serait remplacée par une équation de la forme 
(6) dans laquelle la valeur de k serait, non seulement une fonction de a, 
mais une fonction inconnue de celte quantité, fonction dont la forme 
dépendrait des diverses quantités qui figurent dans les équations (91) et 
suivantes. 

Par contre, en restant au point de vuedeRiomann, notons qu'on pourrait 
espérer une simplification de la question en donnant à m la valeur 1, 4 
pour laquelle (n** ITS) l'équation (8) s'intègre explicitement. 

^35. — D'après ce qui précède, le phénomène de Riemann-Hugoniot 
donne naissance à deux ondes se propageant en sens inverse. Comme nous 
l'avons déjà remarqué (n* 882), on obtient ainsi, par réflexion sur le pis- 
ton et rencontre d'ondes se propageant avec des vitesses différentes, toute 
une série d'états nouveaux du fluide. Doit-on admettre avec llngoniot que 
tous ces états tendent vers un état limite commun^ celui que Ton obtien- 
drait en communiquant brusquement au piston la vitesse V qu'il acquiert 
en réalité par une accélération progressive ? 
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On ne pourrait évidemmenl répondre d'une façon générale à celte ques- 
tion qu'en faisant tout d*abord une étude approfondie du premier mouve- 
ment qui prend naissance à la suite du phénomène de Riemann-Hugoniot, 
ce que la méthode précédente ne permet pas d obtenir. Nous nous conten- 
terons donc de répondre a la question dans un cas où cette première étude 
est toute faite, celui qui a été considéré au n° tîOS et où la loi d'accélération 
est telle que toutes les ondes successives nées au contact du piston se 
ratlrappent en un même point. De plus, nous ne tiendrons pas compte de 
l'objection d'Hugoniot et nous supposerons la loi de Poisson toujours 
applicable. 

Dans ces conditions, nous savons qu'à Tinslanl T où les undes se rejoi- 
gnent naît une discontinuité du premier ordre. Si, après avoir atteint la 
vitesse V en accélérant son mouvement suivant la loi indiquée au n° !20!2, 
le piston se meut ensuite uniformément avec celle vitesse, les mouvements 
entre lesquels a lieu la discontinuité en question seront tous deux repré- 
sentés par des équations de la forme (81) (u) étant calculé, pour le 
mouvement de gauche, par l'équation (54) et étant égal à i pour le mou- 
vement de droite). Dès lors, on pourra prendre pour le mouvement 
intermédiaire une équation de la même forme, avec une vitese u^^ une 
dilatation m^ et une pression q^ qui s'obtiendront comme il a été indiqué 
auxn<>-!213-^14. 

Ainsi qu'il a été constaté plus haut (n*' 21*7), la pression Çi sera com- 
prise entre la pression p^ du mouvement de gauche et la pression primitive 
Pq. Au contraire, u^ sera non seulement positif, mais supérieur à V. L'état 
intermédiaire du (lulde sera représenté par un point de la courbe (2' ), — 
point que nous désignerons, pour abréger, par la lettre q^ qui représente 
la pression — lequel sera intermédiaire entre le point jd^ qui correspond à 
l'état de repos, et le point pj qui correspond au mouvement de gauche, le 
point q^ {fig. 17) sera d'ailleurs déterminé par l'équation 



S'iPo — 3^1^! = V 



^^ 9iPo* 9iPi désignent les distances hyperboliques définies au n** !214. 
Lorsque l'onde rétrograde par laquelle l'état (q^, w^) se propage dans 
l'état (piy (Oi) atteint le piston, elle donne naissance, par reflexion, à un 
nouvel état (/^, (o^) défini par la double condition d'être compatible avec 
le premier état intermédiaire, et de correspondre à une vitesse égale à V. 
La vitesse de propagation devant être positive, on verra, comme il est 
expliqué au n° îJîil , que la pression p., est inférieure à qi et que, d'autre 
part, la distance hyperlx)lique q^ p., est égale à w^ — V, c'est-à-dire kq^p^. 
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On voit que ce point p, peut ôire considéré, en un certain sens, comme 
le symétrique de pi par rapport h q^, de sorle que la réflexion se traduit 
ici par un certain renversement des différences de pression. 

836. — Soit P le point de la courbe (2') tel queVp^ soit égal à V, la 
pression P correspondante étant supérieure à p^^. 

Je dis que p^ est inférieur à P. 

C*est ce qui résulte du lemme suivant relatif aux distances hyperboliques : 

Soit PiPiPs un triangle tel que les longueurs hyperboliques de ses côtés 
soient toutes trois réelles. Alors la plus grande de ces longueurs sera au 
moins égale à la somme des deux autres, Tégalité n'ayant lieu que si les 
trois points sont en ligne droite. 

Supposons, en effet, pour fixer les idées, Pj > p, > Pj el, par consé- 
quent, (»t << (i>2 <^ (O3, de sorte que la plus grande des trois longueurs 

hyperboliques sera p^p^ = t / — {p^ — p,) (w, — w^) . Alors Tinégalité à 

démontrer pourra s*écrire (une fois élevée au carré) 

^ [(Pi - PU -+- (Pâ — Pa)] [K -- ^j) -^ K — ^i)] 

> V (^^Pi "~ ^» ^"^^ — Wi -h v/pj -- P3 v/u)3 — o) J' 
ro 

et, sous cette forme, résulte de l'identité bien connue de Lagrange appliquée 

aux quatre quantités /p, — p,, \p^ — p^, v w, — wi, t/to, — Wj. 

En vertu de cette môme identité, l'inégalité n'est remplacée par une 
égalité que si l'on a 



S- Pi — P2 V/W3 — O), — \/p^ — P3 V/O), — tOj = 0, 

ce qui est la condition pour que les trois points soient en ligne droite. 

Notre conclusion est donc démontrée. Elle peut, bien entendu, s'énoncer 
encore ainsi : Chacune des longueurs hyperboliques des côtés du triangle, 
, à V exception de la plus grande , est inférieure à la différence des deux 
autres. 

23*7. — Ceci étant établi, considérons le triangle Po î'i Pa- Dans ce 
triangle, on a qiP^ — "q^^^z V = Ppo- Etant données les situations res- 
pectives des trois sommets du triangle,] ceci montre que le troisième 
côté p^Pq est inférieur à Pp^, ce qui entraine bien p, < P. 
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!£38. — L*onde ainsi née par rédexion sur le piston va se propager avec 
une cerlaine vitesse, laquelle est certainement supérieure à celle de la dis- 
continuité qui existe entre Tétai {q^^ m^) et Tétat primitif de repos. En eiïef, 
les vitesses de propagation de ces discontinuités dépendent des coefGcients 
angulaires des cordes joignant les points re- 
présentatifs des états entre lesquels elles ont 
lieu. Dès lors, en raison de la convexité de la 
courbe (2^), ces vitesses croissent avec les 
pressions. Or, la pression p, est supérieure 

Dans ces conditions, la nouvelle onde rat- 
trapera assurément la primitive : a et ^ étant 
considérées comme des coordonnées planes 
(ainsi qu'il a été déjà fait à la fig. 10), la 
marche de ces deux ondes sera celle qui est 
représentée fig, 16. En leur point de concours 
naîtra un nouvel état intermédiaire, caractérisé par une pression q^, une 
dilatation m^ et une vitesse u^. 

p^ Pq étant cette fois inférieur à V, q^ sera compris entre p^ et P, et déter- 
miné par la condition 

Soient maintenant p3 et (o, la pression et la dilatation qui prendront 
naissance par réflexion lorsque Tonde rétrograde (ç^,, m,, u^ rencontrera 
le piston, p^ sera supérieur à q^ (parce que u^ est 
inférieur à V) et Ton aura 

de sorte que q^p^^ esterai à q^p^ {fig, 17). 

La pression pg est supérieure 
à P. C'est ce que Ton voit dans 
le triangle p^ q^p^^ dans lequel 
le plus grand côté est p^p^, pen- 
dant que la somme des deux 




Figl7 
autres côtés est égale à Pp^. 

Dès lors, la même série de phénomènes va recommencer. Rur la même 
raison que tout à l'heure, Tonde qui propage la nouvelle pression /^^ rejoin- 
dra celle qui propage la pression q.^ et, en leur point de rencontre, prendra 
naissance une nouvelle pression q^ comprise entre ^^ et P : celle-ci engen- 
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drera par réflexion sur le piston une pression p^ comprise enlre p^ et P ; 
et ainsi de suite. 

Les pressions /?,, pj, .... p^n-t .••.> sont supérieures à P et vont en 
décroissant : elles tendent donc vers une limite, et il en est de même pour 

qif Çz* •••• ^ïn-j Pareillement, Pj» /'i •••• P*» •••• ^^^^ ®" croissant et 

restent inférieurs à P : ils tendent vers une limite ainsi que ^2* ^4» •••92») 

Nous allons enfm constater que ces limites sont toutes quatre égales à P. 

En effet, le triangle Ppi qi nous donne d*abord 

puis le triangle Pq^ ;>, donne 

En retranchant membre à membre ces deux inégalités, il vient 



Pq, -+- Pi7, + Pî^, —P,qi< PPi — A*/>s- 

Autrement dit, les quantités Pç^, P^^ ^nt inférieures à la différence 
Ppi — Ppg. D'une manière générale, les quantités P^jn-it Pq^n+i sont 
inférieures à Ppjn— 1 — Ppin 4- 1 : elles tendent donc vers lorsque n aug- 
mente indéQniment, d'où résulte que q^n-i et ^^n tendent vers P. D'ailleurs 
la relation 



qiPi^, = ±(^Po'-'9iPo) 

montre qu'il en est de même pour p. Or, la pression P est celle qui s'éta- 
blirait^ d'après les considérations du n"* ^91, si le piston passait sans 
transition de la vitesse à la vitesse Y. Nous constatons donc, conformé- 
ment aux vues d'Hugoniot, que celte pression est bien la même qui se 
produit finalement par le jeu des réflexions successives. 
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239. — Après nous être occupés, dans le chapitre précédent, du mou- 
vement d'un gaz en supposant que ce mouvement est exclusivement 
rectiligne, reprenons les équations du mouvement à trois dimensions, 
autrement dît, les équations 

p^ — ^^W 

Nous avons vu, au chapitre III, qu'entre ces équations et les conditions 
à la paroi, existait une contradiction apparente. Mais la discussion présen- 
tée plus haut dans le cas du mouvement rectiligne nous montre comment 
cette dif6culté doit être éclaircîe. L'accord entre les deux séries de condi- 
tions est maintenu grâce à la production de discontinuités qui naissent au 
contact de la paroi et se propagent au sein du fluide. De pareilles ondes 
prendront naissance chaque fois que les accélérations d'ordre quelconque 
de la paroi seront différentes de celles qui résulteraient des équations 
internes du mouvement, et seront d'un ordre égal à celui des accélérations 
pour lesquelles cette discordance aura lieu. Au cours d'un mouvement 
quelconque, elles se produiront lorsque l'accélération ou l'une des accélé- 
rations d'ordre supérieur de la paroi deviendra discontinue par rapport au 
temps. 

Etudions donc la propagation d'une discontinuité dans le gaz en suppo- 
sant pour fixer les idées, qu'elle soit du second ordre. La pression étant 
Hadamaro 15 



• du iXà'»'.:v#îu»v: 
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en désignant toujours par a, p, y ^^^ cosinus directeurs de la normale à la 
surface de discontinuité S, 

(2) . p^(Xa+Ht?+vY) = K9'. 



V ^ (Xa -h kP -*- vt) = v9«. 



dp 

X, fji, V ne sont pas nuis simultanément, sans quoi la discontinuité ne 
serait pas du second ordre, mais du troisième. Si donc est différent de 0^ 
il en est de même de Tun au moins des seconds membres des équations 
précédentes; et Ton voit que ces seconds membres sont proportionnels 
à -x, p, Y. 

Ainsi, dans un gaz, toute discontinuité du second ordre qui se propage 
est (115) longitudinale. 

D'autre part, la quantité Xa -+- [i^ -h vy qui, dans le cas général, repré- 
sente la projection de la discontinuité sur la normale de la surface d'onde, 
n'est ici autre que la grandeur même de cette discontinuité ; et, en la mul- 
tipliant successivement par a, ^, y on obtient ses projections sur les axes 
coordonnés, c*c8t-à-dire X, {i, v. Les équations (2) se réduisent donc à 

(3) e. = ^: 

Ainsi, la vitesse de propagation de la discontinuité rapportée à Vétat 
acttiel, a pour valeur \/ ^' 

240. Si on voulait avoir la vitesse de propagation 6^ rapportée à un état 
initial quelconque (a, 6, c), il faudrait diviser par la dilatation normale 
à Tonde, dans le passage de cet état à Tétat actuel. En désignant par 
(p(cfa, dh, de) la forme quadratique introduite au n^ 51 et par 4> la forme 
adjointe de 9, par p^ la densité de Tétat initial, on aurait (') 

/ JN fi2 _ P' ^P » ifn. fh. fc) . 

^^ ' ~~ 91 d? fa' -+- A^ + fc' 



(1) Voir la note de la page 92. 
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Quant à la vitesse de déplacement T, comme elle est liée à 6 par Téqua- 
tion (54) du n^" 100, on a 



Uj i\ w élant les composantes de la vitesse. 



(5) T^v/af + «» + "? + ••'•••'• 



341. — Il nous reste à examiner l'hypothèse 6 = 0. Les équations (2) 
donnent alors Xa -h fii^ + vy = 0. Autrement dît, la discontinuité est 
transversale. 

Un gaz pourra donc oiïrir : 1° des discontinuités longitudinales se propa- 
geant avec la vitesse \ / ^ ; 2^ des discontinuités transversales station- 
nai res. 

!243» — Nous avons supposé, pour fixer les idées, la discontinuité du 
second ordre. Mais les résultats que nous venons d*obtenir subsistent en ce 
qu'ils ont d essentiel pour un ordre n supérieur à 2. Supposons, en effet, 
— ce que nous avons évidemment le droit de faire — , a diiïérent de ; et 
dilîérpncions les équations (!') n — 2 fois par rapport à œ. Les termes 
contenant les dérivées partielles d*ordre n seront seuls affectés par la dis- 
continuité. Or, au second membre, ces termes proviennent exclusivement 

32^ o*i/ 0^^ 
de la différenciation de g-^-» ^'^^ ^/« ' ^*» ®" premier, il faut, pour en 

obtenir, faire porter tout le poids de la différenciation sur les facteurs 

' — rLZy ' — o_L, ' — o_P. Dans ces conditions, et si Ton a écrard aux for- 

mules (57), (57'), (63) du chap. 11, on voit que les équations auxquelles 
on parvient ne sont autres que les relations (2), les deux membres de 
chaque équation étant simplement multipliés par a"~^. Donc, comme pré- 
cédemment, nous pourrons avoir, d'une part, des discontinuités longitudi- 
nales se propageant avec la vitesse 1 / ^2 ; d'autre part, les discontinuités 
transversales station naires. 

Ainsi que Ta remarqué Ilugoniot, il en est encore de même dans des 
conditions un peu plus générales. Nous avons vu plus haut que, dans cer- 
tains cas, p pouvait i tre fonction non seulement de p mais encore de a, b,c: 
C'est ce qui se produit, par exemple, lorsqu'à aucun moment le gaz n'a été 
homogène, ou lorsqu^il s'y est produit des ondes du premier ordre. 
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Que deviendront» dans ces conditions, les équations (1') ? On voit 
immédiatement (en se reportant aux équations (1)) qu'elles seront modi^ 
fiées respectivement par l'addition des termes (^) 



H 



ô/> ôa ô;> ô6 dp de \ 
p \àà àœ db doo ôc ôa?/ 



Or, ceux-ci ne contiennent que des dérivées du premier ordre de x^ y y z 
par rapport à a, 6, c, t et, par suite, n'éprouveront aucune discontinuité. 

Donc, les formules (2) subsisteront, la quantité ^ étant, bien entendu, 

remplacée par la dérivée partielle de p par rapport à p. Cette dérivée don- 
nera donc encore le carré de la vitesse de propagation. 

Il en serait encore de même si les forces X, Y, Z dépendaient de, la den- 
sité (à Texclusion de ses dérivées) ou contenaient d'une façon quelconque 
les dérivées premières de a?, y, z, 

343. — Nous venons de voir que la vitesse de propagation s'exprime 
par une racine carrée et est par conséquent, susceptible d'un double signe. 
Il semble donc au premier abord qu'à un instant quelconque le sens de 
cette propagation soit indéterminé. 

Il est cependant à peu près évident a priori que ce sens ne saurait être 
tout à fait quelconque, qu'il ne saurait, par exemple, changer brusquement 
au cours du mouvement. En fait, il est aisé de voir que, pour une discon- 
tinuité donnée, ^ a un signe parfaitement déterminé. Cette quantité doit 
en effet, satisfaire non seulement à l'équation (3), mais aux conditions de 
compatibilité 



(8) 



|[lf,]=--. [IS]=-^P«. [S] 

i[â]=-^- D?f,]=-n« 



= — x^e 



du n** 103. Dans ces dernières, il est la seule inconnue et est, par suite, 
donné sans ambiguité, puisqu'il y figure au premier degré. 

244. — Si l'on n'avait pas les équations (6) ainsi que (2), (3), c'est 

{}) Dans ces termes les dérivées ^* ^>^. J* sont déduites de Téquation qui donne jj 
en fonction de o, a, 6, c considérés comme quatre variables indépendantes. 
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qu'il n*y aurait pas compatibilité. Nous savons alors que la discontinuité 
ne pourrait pas rester unique et nous pouvons nous proposer d'étudier ce 
qui se produira dans ces conditions. Mais avant de procéder à cette recherche, 
nous avons à parler du cas des liquides. 

Pour ceux-ci, ainsi que nous Tavons remarqué précédemment (n** 136), 
il ne peut y avoir de discontinuité normale, ni même de discontinuité ayant 
une composante normale, puisque celle-ci inQuerait sur les dérivées de la 
densité. 

Nous allons voir, d'autre part, qu'une discontinuité normale pourrait 
seule se propager. Nous pouvons même énoncer ce résultat sous la forme 
générale suivante : 

Dans un 7nilieu en mouvement, si les composantes de V accélération 
sont égales, à des qua?itités continues près, aux dérivées partielles (par 
rapport aiu: coordonnées actuelles) d'une m^hne quantité partout con- 
tinue «1», il ne 2yeut se propager que des discontinuités (du second ordre) 
7ior maies. 

En eiïet, les variations des composantes de l'accélération sontÀ6*, jji6-, v8- 

t^*I* i^4* i'>*l* 

et doivent être égales aux variations de - - » — » — . Or, celles-ci, puisque * 
° àx i>g 0»* ' »r 1 

est supposé contint, doivent être, d'après le lemme du n° TO, propor- 
tionnelles h oi, p, Y. Il en est donc de même de X, [i, v si estdifîérent de 0. 

On voit donc que le saut d'accélération est nonnal, et ce résultat est 
obtenu sans qu*il soit 7iécessaire de faire iîitervenir la compatibilité , ni 
aucune hypothèse autre que la continuité de 4> à Tinstant considéré. 

Si maintenant nous admettons qu'il y a compatibilité, avec une vitesse 
de propagation ditlérente de zéro, nous savons que la direction du saut 
d'accélôralion est aussi celle du segment caratéristique {X, ji, v). 

Le lemme que nous venons de démontrer s'applique immédiatement au 

cas qui nous occupe, la quantité «!> étant ici '- , en vertu des équations (1). 

r 

On remarquera que même s'il n'y a pas compatibilité ou même si la dis- 
continuité est du premier ordre et non du second, sous la seule condition 
de supposer la pression partout continue, le raisonnement précédent montre 
que la variation brusque d'accélération est un segment normal à Vonde. 

4Î4o. — Il est aisé de «r<'Mu'*raliser à une discontinuité d'un ordre quel- 
conque n. Dans ce cas la variation de l'accéléralion d'ordre n dépend (*) de 

0" - - / On \ / 'î" " -y) \ 

( 'j On n*a pas -,;:i~ l > . ) " >". ( ?/.~r^ ) ' '^^aisla dilVérence de ces deux expressions 
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celles des dérivées de g|;r=i. Or, les dérivées (n — 2)*"" de p par rapport 

à X, y, z, pouvant s'exprimer en fonction des dérivées d'ordre n — i des 
coordonnées, sont continues dans Thypothèse actuelle et il en est de même 
pour les autres dérivées (n — 2)*'»«» de p, en vertu de la proposition fonda- 

mentale du n° 97. On peut donc appliquer à v—^^ le lemme précédent, et 

déduire de là que la variation d'accélération d'ordre n est un segment 
normal à Tonde. 

240. — Si maintenant on fait intervenir les conditions de compatibilité, 
on voit que la composante tangenlielle de la discontinuité, et, par consé- 
quent, celle-ci tout entière sont nulles s'il y a propagation. 

II est donc établi que le mouvement d'un liquide ne peut présenter que 
des discontinuités à la fois stationnaires et tangentielles. 

^41lm — Le lemme qui vient d'être utilisé est d'ailleurs également 
applicable aux gaz, en prenant pour 4> la quantité I -^, qui est une fonc- 
tion dep. Le fait, précédemment constaté, que toute discontinuité qui se 
propage dans un gaz est normale, est donc, comme on le voit, une consé- 
quence de celui-ci, que les accélérations dérivent d'un potentiel. 

!1Î48. — Reprenons maintenant, comme au chap. Ifl, un liquide dans 
lequel on donne les positions et les vitesses des différentes molécules, et 
supposons que ces données présentent, le long d'une certaine surface S, 
une discontinuité du second ordre, laquelle sera, par conséquent, connue 

en chaque point en ce qui concerne les dérivées d'indice zéro «r^, .... et les 
dérivées d'indice un ^s—^ Nous ne supposons d'ailleurs pas que les 

conditions de compatibilité soient vérifiées. Mais, par contre, les condi- 
tions identiques le sont nécessairement, puisque la discontinuité est 
du second ordre tout le long de S. Nous aurons donc en chaque point de 
celle-ci deux segments donnés, dont les directions ne sont pas nécessaire- 



(comme on le voit en exprimant le symbole g 6n fonction de ^ et développant) ne 

comprend que les dérivées des coordonnées jusqu'à Tordre n — 1 et les dérivées de 
la pression jusqu'à l'ordre n — 2, toutes quantités continues dans nos hypothèses. 
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inenl les mêmes. Quelles seront, dans ces conditions, les disooiitinuités 
éprouvées par .^-,. ^^^ .-p? 

Nous nous placerons d'ailleurs, |)our répondre à celle queslton. dans 
l'hypothèse où il ne se creuse pas de cavités h l'intérieur do flaideet où, 
par conséquent. les deux régions situées départ et d'autre de S restant for- 
cement contigues l'une à l'autre pendant toute la durée du oioaf-emeot. 

La question se simplifie notablement en raison des propriétés physiques 
^ani:^':rr^ aax lluides. Ceux-ci ne conservent en effet aucune trace de 
Ifù: f 13 i::iÙA!. <î ce n'est que la densité ne cesse pas d'être donnée par 
L'f<^ia5i«:'2 3 d'i a' 17. 

IVs ';.-^. '.j, rvs:r{-:û:Q apportée au choix de l'état initial aun- 4o^'c^se 
r.'tr* :n'i.'v>5Hii.»f : a peit indifféremment substituer l'un à i'aulre deux 
•i.ils i:iit;du^ U.-i^ {le i es dérivées des coordonnées de l'un par rapport 
I i\ l'orJoiîii.fs d»^ l.iur"' p r:'>entent des discontinuités ou des si n:rulantés 
1 iil«*'Mmih'< pourv'j .^ue le déterminant fonctionneldes ancien nés coordon - 
1 h *.•<». jMi* r:ii«|ijrt ju.\ ii'.^avelie* >*>il continu ainsi que ses dérivées. 

»^r. .iaii> le cas dctuel. les pi>:sitions données des molécules doivent évi- 
jtMM;m»iii .'iiv •■hoiries leile^ i|'ie la densité suit constante. 

PfiK'. i|iioi<|u il y ait discoatimaitê, nous pouvons prendre, pour tout le 
iliiide. VvUi jotuel couitiie etdt initidl et, par couiséquent, annuler le se^- 
miMiî t|iM oorres|.K>riJ aux d»Tivees d'indice zéro. 

l\»i!r \.Mr vv ijiK» ^eri. Jii> ce< conditions, le segment X,, ji,, v,) qui 
iVMA'^lHiiid .iu\ Jorivi'e> d'iudioe un, nous devons nous rappeler que les 
\ilosM.'s '^«Mii Mi\os>aireiti«.'ut «.h-'isies telles que la dérivée de la densité par 
iiipiH»rl au Irmps sv'il jMitoul nulle. Si alors nous nous reportons au calcul 
Ji' i i vaiialii»!! il- ».vUo dorivéo. tel qu'il a Hé fait au n** i 1 !*»'• (les con- 
siiloralion du n* III uo jkuvoiit tire invoquées ici, puisqu'il n'y a pas 
oompihlulilo) nous vovoiis «jue le seirmenl Àp Uj, vj doit être tangent à 
Kl ^urfavv S 

Onant a TaM» UîatioM. t V !,'-. ptr-ucera aucune discontinuité (si l'on 
4vailo lounuiiN lo iM^ i>ù L' lluide >e creuserait de cavités). En effet, nous 
avi»us vu pucnUMunuMit . ii' ^ I t) qu'eu vertu des équations du mouve- 
ineiil, uni» trIK' di^ontinuitr devrait être normale et, d'autre part, nous 
î^avoii'» qu'ell»* d«»vrail être taiitrentielle, sans quoi, elle ne saurait subsister 
quVn M» propageant, ce qui est impossible. 

SIIK Mais on peul aller plus loin et alfirmer, non seulement que les 
AratîoUH do tous les indres sont continues, mais encore que la discon- 



LES MOUVEMENTS DANS L ES PAGE ^33 

tinuité donnée ne donne lieu, dans la suite du mouvement, à aucune 
discontinuité absolue. 

Pour le voir, rappelons-nous les considérations du n* !£44, d'où résulte 
que le saut d*accéléraiion, dans la discontinuité considérée, est nécessaire- 
ment normal. Cette conclusion subsiste lors même qu'il y a saut de 
vitesse. 

Soient alors ^', y^' des coordonnées curvilignes sur la surface de discon- 
tinuité, coordonnées qui déQnissent une molécule quelconque de cette 
surface appartenant à la région 2 ; ^, t; les coordonnées curvilignes, à l'ins- 
tant t^ de la molécule de la région i qui, à l'instante, coïncide avec la 
molécule {l', V) de la région 2. Pour $', t]' données, ^ et t] sont des fonctions 
de t, La condition que le saut d*accélération soit normal donne, pour ces 
fonctions, deux équations différentielles du second ordre, lesquelles sont 
évidemment véritiées lorsque Ç et r^ sont constants (^). C'est, dès lors, néces- 
sairement, cette dernière circonstance qui se produira si, à un instant déter- 
miné, les deux dérivées -t.* -tj sont nulles : ce que nous voulions établir. 

^îSOm — Il est aisé de vériBer, sur des exemples simples de discontinuités 
portant sur les tourbillons, c*est-à-dire de discontinuités transversales 

portant sur les dérivées de la forme •k-^,, .... Texistence d*un mouvement 

sans discontinuité absolue. 

Prenons, par exemple, un mouvement à deux dimensions défini par la 
double condition : 1° de se réduire, dans tout le volume d*un certain cylindre 
de révolution C dont Taxe est vertical, à une rotation uniforme autour 
de cet axe ; 2° d'avoir une rotation moléculaire nulle dans tout l'espace 
restant. Les méthodes connues de l'Hydrodynamique montrent que, dans 

ces conditions, il existe un potentiel des vitesses égal à k arc tg ^ , k étant 

une constante et l'axe des z étant l'axe de C. La vitesse sera alors perpen- 
diculaire au plan mené par le point {x, y) et l'axe, et inversement propor- 
tionnelle à la distance r = \x^ -i- ly* . Chaque point extérieur à C décrira 
donc une circonférence et tournera, pendant un temps ^, d'un angle égal 

r 



(1) Voir la noie UI à la fin du volume. 
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De plus, la vitesse devant être continue à rorigîne du moayemeDi, la 

conslante k aura dû être calculée de manière à ce que, à la surface da 

cylindre, la vitesse angulaire soit la même que celle des points intérieurs. 

, Dans ces conditions, il est clair que les points inté- 

\ \ ^ / rieurs et extérieurs qui seront en contact les uns avec 

\ I / les autres seront les mêmes à tout instant. 

Pur contre, la surface du cylindre sera évidemment 
le siège d'une discontinuité du premier ordre portant 

sur les dérivées <- , Seulement, cette discon« 

oa 

tinuité ne serait pas physiquement appréciable. Elle 
n'existerait pas à un instant quelconque, considéré en 
lui-même, mais serait uniquement relative aux posi- 
^^^* ^8 tions à deux instants différents comparées les unes 

aux autres. Autrement dit, une ligne à tangente continue, telle que celles 
qui sont représentées sur la fig, 18, traversant la surface du cylindref 
serait remplacée, aux instants suivants par une ligne 
ayant Tallure représentée sur la fig. 18^'*. 

L'existence d'une discontinuité de cette espèce ré- 
sulte bien, dans le cas général, des considérations qui 
précèdent : nous savons (n** \YA) qu*une discontinuité 
station naire du second ordre alTectant les dérivées 
d*indice un donne naissance à une discontinuité du 
premier ordre portant sur les dérivées d'indice zéro. 

4^51. — Revenons maintenant au cas des gaz. 
Soient encore données les positions et les vitesses des ^^'é?* *^ '* 

molécules avec une discontinuité du second ordre en tous les points d*une 
surface S, les conditions idenli(jues étant vérifiées, mais non les conditions 
de compatibilité. Il existera donc, en chacun de ces points, deux segments 
(X, a, v) ot (Xj, îi,, V,) correspondant respectivement aux dérivées d'indice 
zéro et d'indice un. 

Pla«:ons-nous d'abord dans un cas particulier, celui où ces segments sont 
tous deux normaux à S. Alors on peut déterminer deux discontinuités nor- 
males so propageant, Tune avec la vitesse donnée par la formule (3, 
l'autre avec la vitesse — 0, dont la superposition produit la discontinuité 
donnée. 

Soient, en effet, Zet t les grandeurs de ces deux discontinuités; Aetit 
les grandeurs des segments donnais, (>, jji, v, et (À^, u^, v/; comptés comme 
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positives ou comme négatives suivant leur sens. Il est clair qu'on devra 
avoir 






et que, réciproquement, si ces deux conditions sont vérifiées, les ondes de 
grandeur l et V sont bien celles que nous cherchons. 

Or, les deux équations précédentes sont évidemment toujours résolubles 
par rapport h l et l\ 

!1Î5!£. Pour traiter le cas général, il suffit de combiner ce que nous venons 
de dire avec les résultats obtenus dans le cas des liquides. 

Nous sommes libres de prendre l'élat initial que nous voudrons, pourvu 
que la densité et ses dérivées y soient continues. Nous pourrons dès lors, 
en faisant coïncider cet état initial avec Tétat actuel dans la région 1, le 
définir dans le région 2 de la façon suivante : 

Considérons chaque point M de la région 2 comme défini par sa distance 
normale Mm = 3 à S et par la position du point m. Sur la même normale 
à S, portons une nouvelle distance Mm^ = S^. Nous pourrons évidemment 
choisir cette dernière en fonction de la première et de la position de m, de 
manière que, si Ton imagine chaque molécule de la région 2 trans))ortée 
de sa position véritable M à la position M^ correspondante, la densité 
devienne continue ainsi que toutes ses dérivées. C'est Tétai fictif ainsi 
obtenu que nous prendrons pour état initial. 11 est clair qu'alors le segment 
(X, fx, v) sera normal à la surface de discontinuité. 

Nous pourrons, d'autre part, décomposer le segment (Xj, [ij, Vj) en sa 
partie normale et sa partie tangentielle. Si nous faisons d'abord abstraction 
de cette dernière, nous serons ramenés au cas que nous venons d'étudier, 
et nous trouverons deux feuillets de discontinuité se propageant en sens 
opposés avec la vitesse 0. 

Il suffira, dès lors, d'adjoindre à ces deux ondes la discontinuité produite 
par la composante tangentielle du segment (X|, fi^ v^). Celle-ci est forcé- 
ment stationnaire. On pourra lui appliquer sans modification les raisonne- 
ments présentés dans le cas des liquides. Les accélérations de tous ordres 
resteront donc continues lorsqu'il ne subsistera plus que cette troisième 
discontinuité : le résultat produit sera une déformation du premier ordre 
de l'une des régions par rapport à Tautre, ainsi qu'il a été expliqué tout à 
l'heure. 
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253* — C'est d'une manière tout analogue que Ton déterminera l'état 
qui prend naissance au contact de la paroi lorsque raccélération normale 
de celle-ci sera en discordance avec celle qui résulterait des équations 
internes du mouvement, comme nous Tavons expliqué aux n^ 1 30-1 40. 
Nous aurons alors à faire intervenir une discontinuité normale se propa- 






géant avec la vitesse 6 = y / -^" vers l'inlérieur du fluide. La grandeur l 

de cette discontinuité sera déterminée par la condition que ^0^ soit égal à 
la différence des deux valeurs de l'accélération normale, /étant ainsi cal- 
culé, on n'aura plus qu*à appliquer les formules du ch. II pour obtenir les 
dérivées du second ordre au contact de la paroi, puisqu'on connait ces 
mêmes valeurs avant la naissance de la discontinuité. 

254* — Les résultats les plus importants qui aient élé obtenus jusqu'ici 
en Hydrodynamique sont, comme on sait, relatifs à la conservation des 
tourbillons et, par conséquent, à celle du potentiel des vitesses, lorsqu'il 
existe. 

Or, les composantes du tourbillon sont formées avec les dérivées partielles 
du second ordre de .«;, y, z par rapport à a, &, c, t. On doit donc se deman- 
der si les théorèmes qui les concernent ne sont pas mis en défaut lors du 
passage de nos discontinuités. 

La réponse est négative; elle résulte immédiatement de ce que les discon- 
tinuités hydrodynamiques sont normales. Comme telles, elles n'affecteront 
pas la rotation moléculaire, dont la variation est proportionnelle (n^ 114) 
à la composante tangenlielle de la discontinuité. 

255. — Au reste, le même fait se reconnaît (*) par la considération de 

l'intégrale / udx H- vdtj -i- ivdz ou circulation^ qui fournit, comme on 

lésait ('), la démonstration la plus simple des théorèmes, dont nous parlons, 
ceux-ci revenant à la conservation de celle intégrale au cours du mouve- 
ment, lorsquelle est prise suivant un contour fermé C. 



(}) Nous nous contenterons d'indiquer sommairement la marche de ce raisonne- 
ment tout analogue à celui qui sera exposé plus loin, dans la note III à la fin du 
volume. 

(-) Thomson, Cambridge Trans . 1869; Basset, Hydrodynamique, fc. I. p. 70-73; 
[)i:hem. Hydrodynamique y Elasticité, Acoustique, t. 1, p. 108-115; Poincark. Théorie 
des Tourbillons^ ch. I ; Appell, Traité de Mécanique^ i. III, ch. xxxv, etc. 
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La question est donc de savoir si Fintégrale en question, qui garde 
nécessairement la même valeur tant que le contour C reste dans une région 
où le mouvement est bien continu, peut en changer lorsque ce contour est 
traversé par une onde. 

Or, pendant un intervalle de temps dt^ l'influence d'une discontinuité ne 
s'exerce que sur les arcs « de C compris entre les deux positions occupées 
par Tonde au commencement et à la fin de cet intervalle : arcs dont la 
longueur est de Tordre de di. D'autre part, si Ton écrit l'intégrale sous la 
forme 



'») j ("£-^"5! + «'3f)''^' 



(-: élant un paramètre qui définit une molécule déterminée de la ligne C) 
Texpression '^ Zf: ~^ ^ ^ ~^ ^^ ;/' "® variera pas brusquement sur Tonde, 

puisque celle-ci est du second ordre. La quantité dont elle sera modifiée par 
la discontinuité, en un point quelconque d'un des arcs 5, sera donc de Tordre 
de cet arc lui-même, et l'altération correspondante de Tintégrale (8), de 
Tordre de «', c'est-à-dire de dtK Donc la dérivée de celle intégrale sera nulle, 
comme quand le mouvement était continu. 

On peut s'étonner du succès de ce raisonnement, étant donné qu'il ne 
fait point intervenir la direction de la discontinuité, et que, d'après le n^ 
précédent le résultat actuel cesserait évidemment d'être vrai si celle-ci 
n'était pas normale. Mais il faut observer que (n® Î64'7) Torlhogonaliléqui 
existe entre la direction de la discontinuité et celle de la surface d'onde 
revient à Texistence d'un potentiel des accélérations, laquelle a été utilisée 
lorsqu'on a établi la conservation des tourbillons dans le mouvement 
continu. 

256* — Outre les ondes d'accélération, il peut se produire comme nous 
Tavons vu, des ondes du premier ordre, ou ondes de choc. Nous avons 
même constaté que de telles ondes peuvent naître lors même que la vitesse 
de la paroi ne présenterait aucune variation brusque. Il est aisé d'établir, 
pour la propagation de telles ondes, des équations tout analogues à celles 
que nous avons écrites aux n"« 205-209 dans le cas du mouvement 
rectiligne. 

Soit (X, jji, v) le segment caractéristique de la discontinuité, l'état initial 
étant celui de la région 1 : la variation brusque de la vitesse sera ( — À6, 
— fiO, — vft). Soit, d'autre part, [p] = p^ — p^ la variation de pression. 
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Appliquons le théorème des quantités de mouvement projetées à un petit 
cylindre compris entre une portion S de la surface d'onde au temps t et la 
portion correspondante de la surface d'onde à Finstant infiniment voisin 
t -r- dt. Ce cylindre étant considéré dans l'état 1 da milieu, sa hauteur 
sera 

dn = Mt 

et sa masse 

p,esrf< 

Nous supposerons S très petit, mais cependant dt négligeable par rapport 
aux dimensions de S. Grâce à cette circonstance, nous pourrons négliger 
les pressions agissant sur la surface latérale de notre cylindre par rapport 
à celles qui agissent sur les bases. L*efTet des forces X, Y, Z serait égale- 
ment négligeable, comme nous l'avons vu au n*^ 20«S. Si donc a, ^, y sont 
les cosinus directeurs de la normale à Tonde, lesquels ne varient pas brus- 
quement, il restera» puisque notre cylindre passe (*), pendant le temps dl^ 
de la région 2 à la région 1 et, par conséquent, de la vitesse (ui — >6, 
r, — (i6, w^ — vO) à la vitesse (w,, v^, tv^) sous l'action des pressions nor- 
males opposées p^ etj3j, 

pfiSdt. XO = — aljo] Sc?<, 
p^BSdt. txO = — Hp^Sdt, 
Oi^Sdt. vO== — Y[>]Srf^' 

(leci nous montre tout d'abord que la discontinuité est nécessairequent 
normale. Sa grandeur l est 

'») '=-^- 

J>î rapport des densités est donné par la formule (80) du n® 109. Si 
noiJH tenons compte de ce que la discontinuité est normale et de grandeur/, 
il vient 



riO; p^ 



P' - 1 = ;. 



On pftut éliminer l entre ces deux équations et on obtient 

<U) ip\ = ?io^ (» - p-;) = f; «' (p. - ?t)- 



•.; r.o/iim« au n« t05, nous supposons, dans le raisonnement, 6 positif, le résultat 
Um) Hunif bien entendu, indépendant de cette hypothèse. 
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Cette formule correspond à l'expression (68) obtenue au n* HOl pour 
la vitesse de propagation. Elle a toutefois une forme un peu différente en 
raison de ce que nous prenons pour état initial l'état actuel de la région 1, 
ce que nous n'avions pas fait dans le cas du mouvement rectiligne. 

257* Nous avons encore à écrire l'équalion d'adiabaticité. Si nous 
adoptions la loi de Poisson, cette condition serait simplement 

p^ elp2 étant les deux pressions. 

Si, au contraire, nous suivons la voie indiquée par Hugoniot, nous 
aurons à écrire directement que la différence entre le travail total des 
pressions, lequel, évalué comme nous l'avons fait au n^ 200, a l'expression 

dX = ;?, (w, a -h vi p -h ?(?, y) — Pj [(«. — Xe) a -t- (t?j — fxO) p -h {wi — ve)Y] 

et la variation brusque de force vive est égale à la variation d'énergie 
interne. Or, cette énergie, qui est, au facteur — ^j-r près, le produit du 

fin 

volume par la pression a, dans l'état 1, la valeur — £~v Sdt et, dans 

l'état 2, où le volume est multiplié par ^, la valeur ^ ^' , Sdt. 
Nous aurons donc (en supprimant le facteur Sdt) 

Comme au n° 200 nous aurons à transformer cette équation de manière 
à la rendre indépendante du mouvement absolu du fluide. A cet effet, nous 
n'aurons qu'à utiliser les équations précédemment obtenues 

u^ = u^ — ^aO, 

V, = r, — zpe, 

tV^ = W^ — /vô, 

[où, Uif t?,, t^i ; tiç^^ Tj, W2 sont les deux vitesses) qui nous donneront la va- 
riation de force vive par unité de masse [{u^ -h v^ -h u?^)J. 
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L'équation (12) devient ainsi 
Pi ^0 — L>] (Wi « -f- t?t p -h M?, y) -+- "2- U^^^ — 2/e (uia -i- t?, p -+- w,'()\ 

et l'on voit bien alors que les termes en w, a -h t?i p -H te, y s'éliminent en 
vertu de (9). Il reste (en divisant par 6, puis éliminant l et 6' par le moyen 
des équations (9) et (10)) 

(13) ^4^* (p. - p,) = ^-l-f (p, p, - p,p.) 

c'est-à-dire l'équation même que nous avions obtenue, pour le cas du mou- 
vement rectiligne, au n*^ 200 (les quantités a>, et co, qui figurent en cet 
endroit étant inversement proportionnelles À p, et à p^). 

258. — La démonstration du n^ 254, d'après laquelle les ondes d'accé- 
lération n'allèrent pas le mouvement tourbillonnaire, ne s'applique pas aux 
-ondes de choc. Au contraire» en modifiant convenablement le raisonnement 
du, n° 255, on peut démontrer Q) que celles-ci sont capables de faire 
naître des tourbillons là où il n'en existait pas avant leur passage. 



(*) Voir la note III à la fin du volume. 
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APPLICATION A LA THÉORIE DE L'ELASTICITE 



2o0« — Nous allons, dans ce chapitre, nous proposer d*éludier la pro- 
pagation des ondes non plus dans les liquides, mais dans les solides élas- 
tiques. Contrairement à ce qui se passait pour les liquides, il y a lieu, pour 
cette étude, de prendre pour état initial non plus l'état actuel, mais un état 
parfaitement déterminé, dit état nalurely du corps considéré. L'élat initial 
étant ainsi choisi, les tensions internes sont des fonctions des composantes 
de déformation e,, e^, E3, Vj, Y2, Ys définies au n° 551 . 

La distinction entre l'état initial et Tétat actuel n'a d'ailleurs pas ù inter- 
venir dans le cas le plus simple que l'on ait à étudier, celui où Ton suppose : 
1" que le corps considéré est homogène et isotrope ; 2° que les déformations 
qu'il subit sont inOniment petites. 

Dans ce cas, les coordonnées a, 6, c de Tétai initial (c'est-à-dire de l'état 
naturel), coïncident sensiblement avec les coordonnées x, y, z de l'état 

actuel : on a 

œ = a -^ ^y 

;Sr rzr. c -4- r, 

\, r^, ; étant supposés très petits ainsi que leurs dérivées. Réduites aux 
termes inGniment petits du premier ordre, les composantes de déformation 
seront 

' ^*""o^^c\y'^2-"i>j:^.>j' ^^ — Xsy^^x 

Les équations du mouvement se déduisent, comme nous aurons l'occa- 
Hadamard 16 
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siun de le rappeler un peu plus loin, de la consîdéralîoQ d'une certaine 
foiiclioii des cuniposanles de déformalion appelée énergie élastique. Dans 
le cas de l'isotropîe où nous nous plaçons maintenant, cette quantité a une 
expression de la forme 



///- 



(2 III ^^'p'^^'^y^- 

2?W = L(e, + E, -h g» -+- M (2sî + 2.\ + 2s5 + 7» + ^1 + f») 



OÙ L et M sont deux constantes (^) telles que la forme quadratique W soit 
définie positive^ c'est-à-dire assujetties aux inégalités 

(3) M>0, 3Lh-2M>0. 
Les équations du mouvement s'écrivent 

1 p3 = MA$ + (L + M)g-HpX, 

(4) s p '^ = MAI + (L + M) ;J^ -t- pY, 
( pg=MAÎ + (L-+-M)^^4-pZ, 



a élant l'expression 



î»$ l>T) ftÇ 



telle que 1 -+- <t représente la dilatation ^-5, et X, Y, Z les forces données 
rapportées à l'unité de masse. 

200. — Les équations (4) sont, comme on voit, du second ordre 

en î, 7), î ; elles font connaître les composantes de l'accélération dès 
que Ç, 7), Ç sont donnés pour chaque valeur do a, 6,c, c'est-à-dire dès qu'on 
donne les positions des molécules. 

Or l'expérience nous enseigne que, pour déterminer le mouvement d'un 
corps élastique, on doit se donner non seulement les positions et les vitesses 
des molécules à un instant donné, mais en outre une série de conditions 



(0 Nous désignons par L, M les coefficients que Ton nomme habituellement X, |i, 
ces dernières lettres étant employées ici avec une autre signification. 
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aux limites, telles que les mouvements des différents points de la surface 
du corps à tout instant, ou les pressions qui s'exercent à chaque instant 
sur celte surface. 

Dans ces conditions» nous rencontrons exaclement la même difGcuIté 
que dans le problème de l'Hydrodynamique. 

Plaçons-nous, par exemple, dans Thypothèse où Ton donne le mouvement 
de chacun des points de la surface. Nous connaîtrons dès lors, les accéléra* 
tions de ces points, et les valeurs trouvées pour ces accélérations sont 
entièrement indépendantes des équations internes : il n'y aura donc aucune 
raison pour qu'elles concordent avec celles qui résultent de ces équations. 
La contradiction est môme plus complète que précédemment, puisque ce 
sont les valeurs mêmes des accélérations, et non plus seulement leurs com- 
posantes normales, qui sont données par les conditions aux limites. 

Comme dans le cas de l'Hydrodynamique, la solution de cette difficulté 
doit être cherchée dans la production de discontinuités du second ordre qui 
naissent à la surface limite et se propagent dans l'intérieur du corps : c'est 
cette propagation que nous allons étudier. 

L'état actuel coïncidant sensiblement avec l'état initial, soient A, fi, v les 
composantes de la discontinité rapportée à l'un quelconque de ces deux 
états; la vitesse de propagation, a, p, 7 les cosinus directeurs de la nor- 
male à la surface d'onde. Si, dans les équations (4), nous remplaçons les 
variations brusques des dérivées du second ordre par leurs valeurs tirées 
des formules du n° 103, il viendra 

ipXe^ = MX H- (L 4- M) a(Xa -H [Jip + vy) 
PijlO» = MfJL + (L -h M) P(Xa -+- kP -+- vy) 
pve^ = Mv 4- (L H- M) Y(Xa 4- [JLp 4- vy). 

Si nous écrivons ces équations sous la forme 

(pe» — M) X = (L 4- M) a(Xa -h Kp 4- vy) 

(p02 — M) fi = (L -h M) P(Xa 4-11? 4- vy) 

(pe^ — M) V = (L 4- M) Y(Xa -h {JiP 4- vy), 

nous voyons qu'elles sont entièrement semblables aux équations (2') du 

chapitre précédent. Par conséquent, d'après ce qui a été dit en cet endroit, 

elles admettront deux sortes de solutions ; 

1** - = & = - : la discontinuité est longitudinale. Sa vitesse de propa- 
gation sera donnée par la relation pO- — M == L 4- M, soit 
(6) o^ = 2M_+_L. 
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2« Xx 4- jjlP 4- vY = : la discontinuité est transversale. Sa vitesse de 
propagation sera donnée par la relation gO* — M = 0, soit 

(7) o» = M. 

Les deux valeurs de ainsi obtenues sont d'ailleurs réelles en vertu des 
inégalités (3). 

Ainsi, les corps solides isotropes sont susceptibles de propa^çery avec des 
vitesses diiïéren tes, deux séries d'ondes : les unes sont exclusivement longi- 
tudinales, les autres exclusivement transversales. Ainsi que nous l'avons 
vu au n"^ 115, les premières ne s'accompagnent d'aucune variation de la 
rotation moléculaire instantanée ; les secondes, d'aucune variation des 
dérivées de la densité. 

20 1. — Si, à un instant déterminé, il existe, entre les accélérations de 
la surface déduites des équations internes et ces mômes accélérations 
déduites des conditions aux limites, une différence quelconque, celle-ci 
donnera lieu à deux ondes, l'une longitudinale, l'autre transversale, corres- 
Dondant respectivement à la composante normale et à la composante tan- 
fentielle du segment qui représente cette différence. 

Si, d'autre part, dans l'intérieur du milieu, existait à un moment déter- 
miné une discontinuité du second ordre lo long d'une surface déterminée 
et que celle discontinuité fut absolument quelconque (sous la seule restric- 
tion des conditions identiques) elle donnerait naissance à quatre ondes, les 
unes longitudinales, les autres transversales, se propageant les unes dans 
un sens, les autres en sens contraire. 

203* — Si, au lieu de se donner les positions des points de la surface, 
on se donnait à chaque instant les tensions qui sollicitent ces points, celles- 
ci pourraient également, à l'instant initial, avoir des valeurs différentes de 
celles qu'on déduit des valeurs connues des composantes de déformation 
en ces mêmes points. Dans ces conditions, il se produirait également une 
onde ; mais elle serait, cette fois, du premier ordre, car une différence finie 
de la pression interne avec la pression externe produit une variation brusque 
de vitesse. De telles ondes ont été étudiées par Christoffel (*). Grâce à 
l'hypothèse que les mouvements sont infiniment petits, ce savant obtient 



(') Annali di Matematica^ Bérïe II* tome VllI, p. 193 j 1877. 
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d'ailleurs des résuUals idenliqucs, au fond, à ceux que fournil l'étude dos 
ondes d'uccéléralion. 

203* — On forme aisément, dans les traités d'Elasticité, les équations 
du mouvement pour le cas des corps anisotropes. Nous ne développerons 
pas, pour ces corps, les résultats correspondant à ceux qui précèdent: nous 
allons, en effet, les retrouver dans le cas plus général de la déformation 
finie. Rappelons seulement que W est encore une forme quadratique 
en s,, Ej, e.j, v^, ^2» Ya ®^ ^"® ^^^ équations (4) sont remplacées par trois 
équations du second ordre qui donnent encore les projections de Taccéléra- 
tion en fonction des dérivée!" secondes (et aussi des dérivées premières, si 
le corps n est pas homogène) de ;, tj, Ç par rapport à ce, ?/, :r. 

Lorsqu'on cherche, en optique, les états vibratoires satisfaisant aux 
équations ainsi écrites, on constate qu'à toute direction d'onde plane cor- 
respondent trois directions de vibration, lesquelles sont rectangxUaires 
entre elles et sont les directions principales dhme certaine quadrique 
dite ellipsoïde de polarisation. On retrouverait exactement ce même résul- 
tat en se plaçant au point de vue d'Hugoniot : le calcul est tout analogue 
à celui qui a été présenté plus haut (n*^ 861) ou à celui que nous ferons 
plus loin (n'' 267). 

264. — Laissons maintenant de côté le cas des déformations inûniment 
petiles et proposons-nous, pour un solide isotrope ou non, l'étude des ondes 
élastiques avec déformations finies. 

Le cas où il existe de telles déformations a été envisagé par MM. Boussi- 
nesq et Brillouin. Pour écrire, dans ces conditions» les équations de l'équi- 
libre, on part encore de la considération de V énergie élastique, c'est-à-dire 
d'une certaine intégrale triple de la forme 



(2) 



III ^9dxdydz= III y^9ç,dadbdc 



où pdxdyds = o^dadhdc est Téiément de masse, et où West, en chaque 
point, une certaine fonction des six composantes de déformation e,. e^, e^, 
Yi» Ï2» Yj- Cette fonction contient, d'ailleurs ou non, explicitement a, 6, c 
suivant que le corps considéré est hétérogène ou homogène, dans son étal 
initial. 

Le système de variables indépendantes composé du temps et des 
coordonnées initiales a^ h^ c étant seul employé dans ce chapitre et, par 
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conséquent aucune confusion n'élant à craindre à cet égard, il ne sera pas 
nécessaire de nous conformer à la convention du n® 61 : nous désignerons 
donc par le symbole o les dérivées prises par rapport à ces variables, le 
signe étant réservé aux composantes des déplacements virtuels. 

Nous écrirons que la variation de l'intégrale (2}, pour tout système de 
déplacements virtuels ox, oy, oj) communiqués aux diiîérenls points, est 
égale au travail correspondant des forces données (rapportées à Tunité de 
masse) (X, Y, Z), soit à l'expression 



/// 



(8) III l^'^-^^- Yo»/-+-Z5c)pr^a?dyrfz, 

si les positions des points de la surface sont fixées, ou à cette expression 
jointe au travail des pressions extérieures, dans le cas contraire. 

Soient, comme au n" 47, a^, ^p Cj, a^, 6^, c,, a^, 63, Cj les dérivées par- 
tielles de X, y, z par rapport à «, h, c. La variation de l'intégrale (2j est 
(en observant que l'élément de masse zdx dy dz ne varie pas) 

A\ . ^W ., A\ . A\ . 

— or/, -1- -, - '■'t'i -t- — oc. H- - - oa.. 4- .., 




(9; V -+- -'-- 0C3) pdxdydz 



fffl 






I pdxdydz. 



Suivant les règles générales du calcul des variations, nous devrons trans- 
former cette expression par une intégration par parties ou, plus exactement, 
par la formule de Green. Nous aurons ainsi une intégrale de surface et une 
nouvelle intégrale de volume 



^ffj 



'.. 
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Pour que la somme ainsi obtenue soit identiquement égale à la somme 
de la quantité (8) et du travail des pressions, il faut qu il y ait égalité, 
quels que soient ox, 8i/, 05^, d'une part entre les intégrales de surface, 
d*autre part entre les intégrales de volume. Celles-ci nous donneront les 
équations internes de l'équilibre, savoir 

i i>rt \ ôa, / 06 \ 06, / ôc \ ôc, / 

tandis que Tégalîté des intégrales de surface fournira (en supposant don- 
nées les pressions extérieures) les conditions aux limites. 

Si enfin nous voulons passer du cas de l'équilibre à celui du mouvement, 
nous n'aurons qu*à substituer au principe du travail virtuel celui de Hamil- 
ton : ceci revient d'ailleurs (comparer ce que nous avons dit au chap. III) 
à faire usage du principe de d^Alembert et à introduire dans les forces 
X, Y, Z les forces d'inertie. Les équations à la surface resteront inaltérées 
pendant que les équations internes deviendront 



^/^W\ . i/^W\ + Jl/^^\H.X- 



^.v=0 



J>^ /ô 

\ ôa Vi>a3; "^ ùb [àb';) "^ ÔC u^^/ "^ ^ "^ ô7^ — "• 

Ces équations sont du second ordre, tant par rapport à / que par rapport 

à a, bj c, puisque l'on doit dériver les termes — > ^i - — qui sont des 

ôa,- dOi ôCi ^ 

fonctions des dérivées du premier ordre. Si le corps est homogène, ces 
quantités ne contiendront pas explicitement a, 6, c, et, par conséquent, les 
équations ne comprendront que des termes du second ordre. Il y entrerail, 
en outre, des termes du premier ordre dans le cas contraire. 

905. — Le cas de rHydrodynamique correspond à celui où W est fonc- 
tion de la seule densité, autrement dit (l'état initial étant supposé homogène) 
du déterminant fonctionnel 

3fi ^i c, 

D = (^2 ^i ^2 

«3 h c, 
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Pour W = F(D), les dérivées précédemment considérées ne sont antres que 
les produits de F'(D] par les mineurs Â., B., C. du déterminant précédent. 
L'expression 

qui figure dans la première équation (10) s'écrit donc 

F' (D) (i:^ + -^ -H "^A + F'(D) (a. '^ + B. ^ h- c. '^)- 

Le coefficicnl de F'(D) est nul, ainsi qu'il est bien connu par la théorie du 
multiplicateur ('j. Celui de F'(D) peut s'écrire 



^\D (>a "^ D db "^ D ôc/ 



Or ceci n'est autre que I) -- ; car les quantités ,^ > ,^> --^* sont les d«''ri- 

vées partielles de a, 6, c par rapport à x{x, y, z étant pris comme variables 
indépendantes). L'équation 

DFVD, -^ +X — -''^ = 

est ideutique à la première équation (1) du chap. V, moyennant l'équation (3) 
du a" 17 et la relation 

(12) ;, = _p.,F'(D). 



4S60* — Le équalions (11), faisant connatlre les composantes de raccé- 
lération en chaque point par le moyen (Ips dérivées partielles de a\ y, : 
relativement h a, h, c en ce point, appollenl des remarques toutes sem- 
blables h celles que nous avons faites pour les équations de rHydTodyna- 
mique (n°' i:i9-140) et pour les équalions (4) (n" 260). L'accorda 
établir entre les équalions internes et les conditions aux limites nous con- 
duit donc de nouveau à étudier la propagation des ondes. 

Acel eiïet, nous aurons d'abord à expliciter les équationsdu mouvement. 



« Jordan, fours (VAnaîijse, tome III. no 44, p. 41>. 
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= a, 
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Si nous tenons compte des valeurs de e„ vj que définissent les formules 
(7) du n* 51, nous voyons qu'on aura 



(13) 



Lorsque nous reporterons ces valeurs dans la première équation (11)» 
la diftérencialion donnera deux sortes de termes : elle pourra, en effet, 
dans chaque terme des expressions que nous venons d'écrire, porter soit 
sur le premier fadeur, soit sur le second. Dans le premier cas, nous aurons 
les trois quantités 

._ 1 \ , 

ôa^ J>Ej ^rt^6 oy^ oat^c ^-{^ 

t>aci6 «>Y3 c^b- ôcg t>6ôc ôY, ' 

i^a^yc t>Y^, o6^c i>Y, (^c^ 1^' 

Soient encore X, ;jl, v les composantes d'une discontinuité du second ordre, 
rapportées à l'élat initial (qui est ici, cette fois, Tétat (a, 6, c) et non l'état 
actuel) ; a, p, y» les cosinus directeurs de la normale à Fonde et la vi- 
tesse de propagation. Si nous considérons les variations brusques des 
dérivées du second ordre qui figurent dans l'expression précédente, et que 
nous les remplacions par leurs valeurs trouvées au n" 85, nous voyons 
que la discontinuité éprouvée par la somme de ces trois expressions est XQ, 
en désignant par Q la quantité 

Q = -;- a* -i- -^7- P' -H — - ï^ + 2 — - Py -^ 2 --- Y« 4- 2 --- ap. 
os, 0^, 0^3 î>Yi î>Yi ^^ra 

26*7. — Prenons maintenant le résultat obtenu lorsque, dans les expres- 
sions (13), on fait partout porter la différenciation sur les seconds facteurs. 
Ici interviennent les dérivées par rapport à a, 6, c, des composantes de 
déformation, dérivées, dont les variations ont été calculées au n** 113. 
D'après ce qui a été trouvé en cet endroit, nous introduirons les quantités 

V ei = La, e.^ == Mp, e^ = Ny, (/^ =-- My 4- N?, ^^ = Na 4- Ly, 
'' ^ ( g. = LP 4- Ma, 
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Celle forme étant ainsi introduite, la variation I — r— j 1 n'est évidem- 
ment autre que .s • - ; et, de môme, la variation de la dérivée •- (--— ) 



e,.^ 
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Le coefficient de a^ est 

Mais si nous remontons aux formules (14) qui définissent ^i, e^, e.^, 
Oi* Oi^ Ui 6n fonction de L, M, N, nous voyons que cette expression est 

égale à ,y -r .Demême, lecoefQcientdeZ», est ,< --.j, et celui de Cj, .^ -^. La 

somme des termes qui contiennent explicitement a,, h^y c^ est donc 

Sî enfin nous tenons compte des formules (15) par lesquelles ont été 
déRnis L, M, N, nous voyons que cette expression représente 

1 iW 

2 fiX ' 

L'équation cherchée et les deux autres analogues résultant des deux der- 
nières équations (11), s'écriront donc 

XO-^ = XQ + |^' 



(16) { H^ô' = li^Q -^ 5 



1 ftT 



Elles montrent que X, |ji, v sont proportionnels aux cosinus directeurs 
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d'une direction principale de la quadrîqne représenlcc (/., tx, v élanl regar- 
dés comme des coordonnées ; a, p, y, a, h, c, jr, y, sr, a,, &», Cj, comme des 
constantes) par Téqualion 

(17) II (X, fi, v) = Q(À2 4- :x* H- v^) H- T;e,, ^,, Cj, g,, g,, g,) =:= i. 

Celte quadrique est Vellipsolde de polarisaiion, analogue à celui dont 
nous avons parlé au n° 20U. 

208. — Nous trouvons ainsi un résultat tout semblable à celui qui était 
déjà connu pour le cas des déformn lions infiniment petites, mais qui doit 
ôlro énoncé ici sous une forme un peu plus précise puisqu'il y a lieu de 
distinguer entre Tétat initial et l'état actuel du corps considéré. Le segnient 
(À, fi, v) étant, comme nous le savons, défini dans Tespace lieu dos posi- 
tions actuelles des molécules, l'énoncé est : 

Cîie mOme direction d'onde est su^ceptibte de propager trois directions 
de discontinuité différe7ites, lesquelles sont rectangulaires entre elles 
dans le viilieu déformé. 

209. — I^s équations (14) font, en outre, connaître les valeurs de la 
vitesse de propagation. Celles-ci sont les racines carrées des trois racines 
de Téqualion en s relatives à la quadrir{ue dont nous venons de parler. 
Pour qu'elles soient réelles, il faut et il suffit que cette quadrique soit un 
ellipsoïde réel. 

Nous allons constater que cette condition est toujours remplie dans les 
cas qui peuvent se présenter. 

Pour voir à quoi est due cette circonstance, considérons d'abord le cas 
des liquides. Nous avons vu qu'alors la vitesse de propagation a pour 

fin 

carré la quantité -.- . Or, la condition que cette quantité soit positive n'est 

autre que la condition de stabilité de l'équilibre interne : elle exprime 
qu'une diminution de volume imposée au gaz produit une augmentation 
de la pression, c'est-à-dire un changement d'efïorl interne de nature à 
s'opposer à la inodincation produite. 

Nous sommes donc conduits à rechercher les conditions de stabilité de 
Téquilibre interne et à voir si elles ne conduisent pas à la condition cher- 
chée. 

Nous admettrons, conformément à ce qui est établi pour le cas des sys- 
tèmes dépendant d'un nombre fini de paramétres, qu'il est nécessaire, 
pour la stabilité, que l'énergie élastique soit réellement minima (au lieu 
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d'avoir seulement sa variation première nulle) ou, du moins, que sa varia- 
lion seconde ne puisse devenir négative. Nous allons, par ce moyen, ex- 
primer la stabilité de l'équilibre d*un corps fixé par tous les points de sa 
surface, en l'absence de forces X, Y, Z. 

Si nous faisons subir l'opération o à la variation première (9), il viendra 

sous le signe I 1 f deux sortes de termes : Ceux que l'on obtient en 

différen liant oa^, 06., oc^, et ceux qu'on obtient en difléren liant les fac- 

leurs -- • , .... 

Ainsi qu'il se produit dans tous les cas analogues de calcul des varia- 
tions, la première catégorie de termes donne une somme nulle. On peul, 
en effet, lui faire subir les mômes transformations qii a la variation pre- 
mière ellc-môme, ce qui fournit un résultat identique à celui que nous 
avons obtenu précédemment, ox, ^i/, cz étant simplement remplacés par 
o^x, o'y, 0^^. Ces dernières variations étant nulles comme les premières à 
la surface (puisque les points [de celles-ci sont supposés fixés), la somme 
en question disparaît en vertu des équations (10). 

Il nous reste l'intégrale triple 



1/// h -a --.-©- 



SYO. — La quantité sous le signe f f f est une forme quadratique 

par rapport à oa,, 06^, oCf. Si cette forme est définie positive pour toute 
valeur de a, b, c, il en est de môme de l'intégrale précédente. 

La réciproque n'est pas exacte; de ce que l'intégrale (18) doit ôtre 
essentiellement positive, il ne résulte pas lorcément qu'il en soit de môme 
de son élément différentiel. Mais nous allons voir, par contre, que celui-ci 

ne doit prendre que des valeurs positives tant que les variations oa., 

ont la forme 



(19) 



oa, = Xa , o/>i = Xp , 


, oc, = Xy, 


Za^ = [i:c , 062 = f^? , 


, or, = ;iY. 


$«3 = va , 063 = vp 


, OC, = VY, 
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et cela quels que soient X, u, v, a, p, y - autrement dit, toutes les fois que 
les oa„ ... satisferont aux équations [^) 

(19') offj r:^, — 8J, oa2 = 0, oai 0/^3 — 56, Saa = 0, , 06,0c, — oc, o6,=0. 

Remarquons, à cet effet, que les valeurs ainsi écrites ont une interpré- 
tation que Ton aperçoit immédiatement. Elles coïncident avec celles des 
variations brusques des quantités a,, bi, Cj, dans une discontinuité du pre- 
mier ordre qui aurait lieu suivant la surface d'onde considérée. 

Autrement dit, pour passer de la position actuelle du milieu à la posi- 
tion inHniment voisine correspondant aux variations (19), il sufGra de 
faire subir à ce milieu une déformation de l'espèce considérée au n" 50 et 
ayant (X, fx, v) pour segment caractéristique. 

Cela posé, par un point déterminé intérieur à notre solide, faisons passer 
une pelite portion de surface I dont le plan tangent ail pour cosinus direc- 
teurs a, ^, Y. Si ces trois quantités jointes à trois valeurs convenablement 
choisies de X, ji, v fournissent pour les expressions (19) des valeurs qui 
rendent négatif l'élément différentiel de (18) au point considéré, on pourra 
prendre I assez petit pour que la môme circonstance ait lieu en tous les 
points de celte portion de surface. 

1 étant ainsi choisi une fois pour toutes, nous le considérerons comme 
la base d'un petit cylindre G, de hauteur h. Supposons que l'intérieur de 
celui-ci subisse une déformation du type étudié au n® 50, la surface dont 
les points restent fixes étant S, et le segment caractéristique (X, (x, v), le 
déplacement maximum ainsi obtenu sera de Tordre de A. 11 est aisé de voir 
que Ton pourra déterminer alors la déformation du reste du solide de ma- 
nière : 1* que les points de la surface extérieure restent fîxes ; 9? que la 
continuité du déplacement soit conservée sur la surface du cylindre C, 
autrement dit que Sx, oy, oj ne changent pas de valeurs pour un point de 
cette surface suivant qu'on considère ce point comme faisant partie de l'in- 
térieur ou de Textérieur de C ; .3° que S.r, ^y, j et leurs dérivées partielles 
du premier ordre soient partout (en dehors de C), des quanti tés très petites 
de Tordre de h. 



(1) Inversemeot, on démontre que si, en ajoutant à la forme quadratique qui 
ligure dans Tintôgrale (18), une combinaison linéaire quelconque des premiers 
membres des équations (19'), on peut obtenir une forme définie positive, l'intégrale 
est bien minimum (du moins lorsqu'on la prend dans un volume sufAsamment res- 
treint). Mais il reste à examiner si la condition suffisante ainsi formulée est équi- 
valente à la condition nécessaire obtenue dans le toxte. 
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Dans ces conditions, l'intégrale (18) étendue à l'extérieur de C, sera de 
l'ordre de h^. Au contraire, pour l'intérieur de C (où oa^, .... ont sensible- 
ment les valeurs déterminées (19)), elle sera négative et de l'ordre de h. 
Elle sera donc négative au total. 

Pour que ceci n'ait point lieu, il faut par conséquent, comme nous 
l'avions annoncé, que l'élément de l'intégrale (18) ne puisse devenir négatif 
lorsqu'on donne aux a„ &,, c^ les valeurs (19). 

271. — Si maintenant nous nous reportons aux valeurs (13) de 

ùW ^\V ^W W<>W\ . r j j 

Ivï"' "i>f ' l!c^' ^^^^ voyons que o (-— ) par exemple, contiendra deux 

sortes de termes : les uns qui s'obtiennent en prenant les variations des 
premiers facteurs et qui nous donnent 

i>e, .>Y3 ^Ï2 

les autres, qui s'obtiennent en faisant porter Topéralion ô sur les facteurs 

Or, nous avons, par exemple. 



( 1 = 4- 08, -4- 0£« H 



ft^W 






iN«W 




■^ ^.>S3 


S^l 
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«,i>Y. 


hv 


ô-^W . 











Si nous considérons la forme quadratique ^''(e,, f^, 63, ^,, ^j, ^3) dont 
il a élé question tout à l'heure, il est clair que l'expression précédente 

représente 2 r— » pourvu que «j, Qi soient respectivement remplacés par 

^Si, OYi. Il vient donc 







= .ir^^«^-^^3^^^^^^^^^^2Sl?ïj-^2^^.15^)-^2^^ 



oa, b£, * ' ÔY3 ôY, 2 'ô(o£j 2 '^[Hù '^ 'Khù 

Nous avons à multiplier cette quantité par ca,, et les quantités analogues 

par 06,, 0C| 

Si nous remarquons que Ton a 

o£j = ajOtti -i- a^oa^ -H a3^^fl3» os^, = ^/,oô, -+- ftgSô^ H- ^3 '^^3» 

023 = c,oc, -h c/x., -h c,oc„ 
OY, = 6,0c, -i- C106, -i- ^gOCjj 4- c/jh., -h Ô3OC3 + C3O&3 
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nous trouverons au total 



i ^U' 

"^ 2 '^'3 ô"(5^) = ^'(^'*' ^'-" ^'•»» ^^*' ^^«' ^^3)- 

Finalement, la quantité sous le signe / / / > dans la variation seconde, 
sera 

^^O) * "3 * i I 

^- ^ï'C^^l, ^>^2; '^^3, ^Y,. 0Y„ 0Y3). 

C'est celle quan(i(é qui devra, pour qu*il y ait stabililo, ôire po-îlive 
lorsqu'on donnera à oa„ o/y^, oc. les valeurs (19). 

Les quantités o£j, oy, prendront précisément les valeurs e,, ffi définies par 
les formules (14), (15) et, par conséquent, l'expression (20) deviendra 
identique au premier membre de (17). Nous obtenons donc bien la conclu- 
sion cbercbée : de la stabilité de l'équilibre interne résulte que les vitesses 
de propagation des difTérentes ondes sont réelles. 

De plus, si nous admettons que l'expression (20) ne peut môme pas 
s^annuler dans les conditions indiquées sauf pour X = (a = v = ou 
a = p = Y = 0, ces vitesses de propagation restent toujours finies. 

272. ^— Dans le cas de l'Hydrodynamique où W = F (D), rélémenl 
[F'(Djo^D -f- F''(D;oD-] zdxdijch de la variation seconde se réduit à 

r(D){oDyzcivfh,dz 

la quantité o^D se réduisant, comme il est facile de s*en assurer, à une 
combinaison linéaire des formes quadratiques qui forment les premiers 
membres des équations (19'). La condition de stabilité est donc bien (comme 

nous l'avions énoncé au n° I ai ) F"(D) > ou ^^ > 0. 

27a, — Les considérations précédentes fournissent une interprétation 
simple du premier membre de Téquation (17). 
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Remplaçons, en effet, dans les formules (19), X, [jl, v par \dtj iidl, ^dt^ 
en désignant par dt la différentielle d*un paramètre. La déformation sera, 
dans ces conditions, inûniment petite et, ainsi que nous l'avons remarqué 
au n* 113**", les accroissements de Ej, y» seront précisément ^jC?f, gidt. 
Supposons, en outre, ce qui est évidemment compatible avec Fhypothèse 
que nous venons de faire, que les dérivées secondes de x, y, z — et par 
conséquent aussi, celles de aiy ht, Ci — par rapport à t soient nulles : par 
exemple/ que œ, y, z aient les valeurs 

où /"(a, ô, c) représente le premier membre de l'équation de la surface 
d*onde, dé6ni comme nous l'avons spécifié au n^ 80. 

Alors le coefQcient de ^ dans le développement de W sera la quantité 

n(X, (1, v) qui nous occupe. 

Si, par conséquent, autour du point considéré, nous envisageons un 
petit volume di auquel nous ferons subir la déformation qui vient d'être 

définie, le coefficient de j, dans la valeur de l'énergie élastique ainsi en- 
gendrée, sera le produit de ^di par le premier membre de Téquation de 
l'ellipsoYde de polarisation. 

274. — Nous avons vu plus haut, pour le cas des déformations inGni- 
ment petites que, dans un corps isotrope, il existait deux sortes d'ondes, 
les unes exclusivement longitudinales, les autres exclusivement transver- 
sales. 

Ce théorème subsiste-t-il dans le cas des déformations finies? 

Cette question peut être regardée comme un cas particulier d'une autre 
plus générale. On sait, en effet, que l'optique des corps cristallins conduit 
à considérer, à l'exclusion des autres, les milieux élastiques isotropes ou 
non, pour lesquels une pareille décomposition en ondes longitudinales et 
ondes transversales a lieu. 

La condition nécessaire et suffisante pour cela estque l'ellipsoïde de pola- 
risation ait une direction principale normale à la surface d'onde considérée 
dans le milieu déformé. 

La détermination des formes de la fonction W pour lesquels il en est 
ainsi est bien connue lorsqu'il s'agit des déformations inGniment petites, 
c'est-à-dire lorsqu^on suppose que West une forme quadratique par rapport 
aux Êj, Yi« Proposons-nous d'effectuer celte môme détermination dans le cas 
génrra!. 

Hadamadd 17 
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Les cosinus directeurs de la surface d'onde dans le milieu défornié sont 
proportionnels aux quantités /, m» n définies par les équations 

faL=la^-\- tna^ -+- na^ 

(21) J P = '^i -+- w^s -*- w^i 

( Y = ^Cj -i- wCg -i- nc^. 

Il faudra donc que les équations (16) soient vérifiées lorsqu'on y remplace 
)., {1, V par l, m, n. On pourra d'ailleurs, dans ces équations, supprimer les 
])remiers termes des seconds membres et écrire 

1 5V 



(22) 



Car les termes IQ^ mQ, wQ (provenant de la quantité Q (a* -|- (i« + v«) qui 
figure dans n) ne feraient que changer la valeur de s d'une quantité égale 
à Q sans modifier les directions principales. 

Nous observerons que si ^, m, n sont donnés par les relations (21), les 
quantités L, Af , N ne sont autres que a, p, y* Nous dirigerons le calcul de 
manière à introduire ces quantités, à Texclusion de /, m, n. A cet eiïel, 
nous multiplierons les équations (22), d'abord para^ a,, a, respectivement, 
puis par 6i, 6j, h^ enfin par c,, Cj, Cg. 11 viendra alors 

s{a,l^ a,m + a,n) = sL = ^ (a, ^ 4- a, - -h a, - j 

s{b,l -h b,m -i- b,n) = ,M = 2 ^ô, ^ -h ô, - + 6, - j 

,(c,; 4.c,m + C3n) =5N = 2 (c, ^ -t- c, — + c, - j 

ft^' ôV ôV 
Si alors nous remplaçons les dérivées tt ' ^ ' ^^ P*' leurs expressions 

à l'aide des dérivées prises pur rapport à I^, M, N, nous aurons (eu égard 
aux formules qui définissent les £i,Yt) 

ut i r ô^ /i o Nî^^ ^"ï^i 
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Nous résoudrons ces équations par rapport à '^» ~y ^^ . Celte résolu- 



lion introduit les mineurs Ej, G, du déterminant 




l-J-2£, Y, Y, 


(28) I)« = 


•h 1+2», Yt 




T, Y. l+2s, 



par rapport aux éléments i -h 2£i, y* respectivement, les coefficients de 
«L,5M,«Ndans les valeurs de 2 J\ 1^^, ^^ étant les quantités ?», . g^- 
En introduisant^ au lieu de s, le nombre 

et, en désignant par 4> la forme 

*«>, 5^, r) :t= Eip» 4- E,^'* -h EgH 4- 2Giqr 4- 2Gjrp 4- 263^3^ 

c'est-à-dire la forme adjointe de celle qui donne l'élément linéaire du milieu 
déformé, les valeurs en question seront 

1 ôV__ 1 , ô* 

2ôL'~2^ôL' 

2dM""2'^ôM' 

et les relations que nous venons d'écrire seront cette fois vérifiées à condi- 
tion qu'on fasse oc, p, y égaux respectivement à L, M, N. 

Cette substitution ne doit être opérée qu'après les différenciations. Si, au 
contraire, on faisait immédiatement a == L, ^ = M, y = N on introduirait 
en trop, au premier membre, les termes provenant de la différenciation pur 
rapport à a, p, y« Mais les valeurs de e,, e,, Cj, ^1, ^j, ^3, qui seules inter- 
viennent dans Wf sont symétriques par rapport aux deux systèmes de quan- 
tités L, M, N; a, p, Y* ^^s termes ainsi introduits seront donc respective- 
ment égaux à ceux qui existaient primitivement et auront pour effet d'en 
doubler la valeur. Nous pourrons donc remplacer les équations précédentes 
par 

l 2 ôL "" '^ ôE 
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dans lesquelles, maintenanl T aura la valeur obtenue en remplaçant, ara^f 
toute différenciation, a, ?, y par ï^, M, N, c'est-à-dire en faisant 

(25) e, = L^ e, = M=, e, = N% g^ = 2WN, ^, = 2 NX, ç, = 2LM. 

Avec les relations (24), nous avons cette fois, affaire à des identités ayant 
Heu pour toutes les valeurs des variables indépendantes L, M, N qui y 
figurent. Ces relations expriment, comme on sait, que ^ est une fonction 
de 4», et, comme la première de ces deux expressions est un polynôme 
homogène du quatrième degré, la seconde un polynôme homogène du 
second degré, on a nécessairement 

^'{U, M', ^^ 2MN, 2LN, 2LM) = // *(L. M, N)« 

h élanl indépendant de L, M, N. 

4Î7o. — Nous avons maintenant à nous demander quelle devra être la 
forme quadratique ^' pour se réduire à h^- lorsqu'on remplacera respecti- 
vement les Ci, ffi par les valeurs (14). C'est ce qui aura lieu, non seulement 
si T est égale à M'^, en posant 

% = (Eté, -+- E,e^ -h E^é'a -h G,^, -^- G,(7j -h G,^,)* ; 

mais aussi si T est égale à une combinaison linéaire quelconque de h^^ 
et des six formes 

'26) \ ^ ^'^' "" ^'' ^ ^'^' ~ ^'' ^ ^'^* "" ^'* 

( 9^z — 2^1^,, OiOx — 2c,^„ g,g^ ^ 2e^g^. 

Celte condition suffisante est d'ailleurs nécessaire : il suffit, pour sVa 
convaincre, d'exprimer directement que la forme du quatrième degré 
obtenue en remplaçant, dans M* — h^\\, les g», Çi par les valeurs (25) est 
identiquement nulle. 

270* — L'expression de ^' étant ainsi obtenue il reste à remonter à 
celle de W pour laquelle il est clair que Ion a ainsi un système d'équations 
aux dérivées partielles du second ordre. L'intégration de ce système est 
d'ailleurs tout élémentaire et il nous suffira d'en indiquer sommairement 
la marche. 

Les formes (26 manquant de termes en e]^ e^g^^ ^x9tf ces termes 
devront avoir dans ^V des valeurs proportionnelles à celles qu'ils ont dans V'^ 
et, par conséquent, les dérivées de W devront vérifier les relations 

(27) --^ : EJ = -- - : E,(., = - - - - : E,G, = A. 
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Comme on a (d'après (23) ; 

ces relations montrent que la dérivée — peut s'écrire 
^— - = fonct. (D, Yn h^h)' 

0-1 



• 



"1 



En faisant intervenir les relations analogues relatives aux dérivées 
— » — , on verra facilement que l'on peut écrire 

^ = a(H-2g(l-4-2E3) + a, 

^^' = a(i+2s3)(H-2B,)-f-a, 
~ = «(iH-2s,)(H-2g + ei3 

où a est une fonction de D pendant que a,, aj, Og peuvçnt contenir en outre, 
le premier Yi, le second Y2» le troisième y». 

On fera ensuite intervenir les autres termes de la forme T : par exemple, 
on écrira que le coefficient de e, ^3, plus quatre fois le coefQcient de ^J, 
donne une somme qui a la même valeur dans ^' que dans h^^ (la première 
forme (26) s'éliminant dans cette combinaison). 

On arrivera ainsi aisément à l'expression générale de la fonction W, 
laquelle est 

(28) S ^ ^ ^^^^ "^ ""•* ^^' -^'^h) -^ «22(ïi~^^3^i)+ Ûr33(Y5-4E,g 

C-^2a„(2EjYi — Y,r3) + 2fl3,(2e,Ya-T3Ti)H-2a,2(2e3Y3 — YiT2)-t-P| 

où les Ont sont des constantes et P un polynôme quelconque du premier 
degré par rapport aux e,, y» (*). 

C'est seulement lorsque W a la forme précédente que l'ellipsoïde de pola- 
risation a un axe normal à l'onde. 



(«) ^ a alors la valeur ^ —^ (^-TT^)- La quantité 0(^2 ^ {x^ + v2)d<>8noi teS-tei 

étant, comme on le reconnaît aisément, proportionnelle à M* si les an sont nuls, on 
constate que les termes en F'(D) disparaissent de l'équation de l'ellipsoïde de pola- 
risation, et on rotombe bien, pour rôléinent de variation soconde calculé au n» S9I, 
sur l'expression obtenue au no ZIZ pour le cas des liquides. 
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an. — Uhypolhèse que le solide, dans son étal naturel, e«t isotrope 
exprime que les propriétés de ce corps ne doivent pas changer lorsqu'on 
effectue une Iransformaiion de coordonnées orlhogonales sur a, b^ c. La, 
fonction VV qui représente Ténergie élastique ne doit donc pas être modîûée 
par une telle transformation. 

Or, dans cette transformation, les coefQcients t^, e,, e,, Yi> Yt* ïs ^^ ^^ 
quadrique o = 1 introduite au n° 51 varient. Mais trois quantités, comme 
on sait^ restent invariantes : ce sont les coefficients de l'équation en s rela- 
tives à cette quadrique^ c*est-à-dire les expressions 

A = ej -i- 6j -h E3, 

B = (i + 2e,) (i + 2z,) - YÎ 4- (i + 2e,) (1 4- 2e0 - yÎ 
-h(l4.2eO(1-i-2e,)-YL 

D^ 

L'isotropie du corps considéré s'exprime par ce fait que W ne dépend que 
des trois quantités précédentes. 

Or, il ne résulte nullement de là que W soit nécessairement de la 
forme (28). 

Par conséquent, la conclusion établie pour le cas des déformations infi- 
niment petites ne s'étend pas aux déformations finies. Pour celles-ci, 
les ondes qui se propagent dans un corps isotrope ne sont pas, en général, 
longitudinales ou transversales. 
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LA THÉORIE GÉNÉRALE DES CARACTERISTIQUES 



§ 1. — CARACTÉRLSTÏQUES ET BICARACTÉRISTIQUES 

278* — Nous avons vu que la propagation des ondes dans le mouve- 
ment reclilîgne d'un gaz est liée aux propriétés des caracléristiques des 
équations aux dérivées partielles du second ordre à deux variables indépen- 
dantes. 

D*une façon tout analogue, l'étude des ondes dans l'espace à trois dimen- 
sions n'est pas distincte de la théorie des caractéristiques généralisée, 
comme l'a fait Beudon (*], au cas d*un nombre quelconque de variables 
indépendantes et étendue aux systèmes d'équations à plusieurs inconnues. 

Comme pour le cas de deux variables, cette théorie découle de la discus- 
sion du problème de Cauchy. 

Prenons, pour fixer les idées, une équation du second ordre que nous 
supposerons, en outre, linéaire par rappjrl aux dérivées secondes, de sorte 
qu'elle aura la forme 

(1) ^aikPik-^l = 

OÙ pik désigne la dérivée partielle — - - de la fonction inconnue z parrap- 

port aux variables indépendantes (difîérentes ou non) Xi et x^. Nous sup- 
posons qu'il y a M de ces variables indépendantes, a?i, .r,, ...., x^ de sorte 
que les indices i et k prennent, indépendamment l'un de l'autre, les va- 
leurs 1, 2 ...., n. 

(i) Bull. Soo. Math. Fr. 1897, p. i08.120. 
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Quant aux a^j^et à l^ ce sont des fonctions de «, T^, x^ , x^ et des dé- 
rivées premières pt, p^ ...., pn de z par rapport à a?,, a?, ...., a7„. 

2T0« — Considérons la multiplicité n — 1 fois étendue ou hypenur- 

face M„__, représentée par 1 équation 

(2) x„ = /'(a7i, JTj ....,a?„_ J. 

Soient Pi, P^. ...., Pn_i les dérivées partielles de Xn par rapport à 
^i> ^3) ...M Xn->i déduites de l'équation (2). Si Uest une fonction quelconque 
de x^,x^^ ....,2r„_pXniet que cette dernière quantité soit remplacée par sa 
valeur tirée de Téquation (2), U sera, sur M^—,, une fonction de Jr^.a?,, ...., 
a^n-~i* Nous désignerons par le symbole d les dérivées de U prises dans 
cette nouvelle hypothèse. Il est clair que celles-ci sont liées aux premières 
par les relations 

(3) A = é,-^^^Ù-„ (.•=1.2....,»-!). 
Pour la fonction z, on aura ainsi 

(4) %=P^-^^^P' 
et, pour U = pky 

Si, d'une manière générale, nous désignons par la notation pu**** la 
dérivée - — - — - — -— prise par rapport aux [x variables (différentes ou non) 

OXi OXfg . . • OXfi 

.r„ xiiy ...., Xfi, on aura, pour \] = Pkh 

(5) ^^* = /»iM + P*P«» 

et ainsi de suite pour les dérivées de tous les ordres. 

270^^'. — Cela posé, imaginons que Ton donne, en chaque point de Mm. ,» 

los conditions de Cauchy, h savoir les valeurs de ;2: et de ses dérivées pre- 
mières. Celles-ci devront satisfaire, bien entendu, à la relation 

dz ~ p, fh\ -+- p.^dd\. H- .... PndXn 

surM„_,, cesl-à-Jire aux relations (4) (de sorte qu'il suffira en réalité 
(le se donner ;:' et p,,^ 
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Cherchons à déterminer les dérivées secondes de z. Celles-ci devront 
vérifier les équations (5), et il est aisé de voir qu*en général elles seront 
ainsi déterminées, une fois adjointe Téqualion (1). Si, en eiïet, nous consi- 
dérons d*abord les relations (5) dans lesquelles Tindice A: a la valeur n, 
ces relations nous donneront 



(6) P'- = fe-P</'- 



Si, au contraire, nous supposons k différent de n, nous aurons (en per- 
mutant les indices i et k) 

et, en tenant compte de (6) 

(6') /^ = g-P*è-^P.P*^'.- 

Toutes les dérivées secondes sont ainsi exprimées en fonction de p„„. 
HeportoDS enfin ces expressions dans inéquation donnée : nous aurons un 
résultat de la forme 

(7) Ap„„.H-K = 

où A et K auront les valeurs 

!n — 1 n — 1 

A =^ 2 «« P»P* — 2] ^^^* "*" ''"'• 
i, A = i 1 = 1 

(«■) ''=s'-(â-''*è)+2:'»«fe-' 

en désignant par la notation ^ une sommation où Ton ne donne pas aux 

indices variables la valeur n. 

Supposons A différent de zéro. L'équation précédente nous déterminera 
pnn cl» pftP suite, tontes les dérivées du second ordre. 

*iSO. — Passons au calcul des dérivées troisièmes. Les relations [5) 
permettront de calculer toutes ces dérivées en fonction de la seule pnnn- 
Pour cela, nous ferons tout d'abord deux, puis un des indices t, h et h 



266 CHAPITRE VU 

égaux à n : nous aurons ainsi dos relations qui ne se distingueront évi- 
demment de (6) et de (6') que par l'indice n ajouté à chaque lettre p et qui 
nous donneront, par conséquent, 

( ^ dpnn p ^ 

V Pifin — -^^ ^ifnnm 

d'où l'on déduirait les dérivées dans lesquelles aucun indice de différencia- 
tion n'est égal à n par une troisième application de la formule (5'). 

Nous avons, d'autre part, entre les dérivées cherchées, les relations 
obtenues en différenciant l'équation donnée (1). Mais il sufGt d écrire une 
seule d'entre elles. Toutes les autres se réduiront à la première, moyennant 
les relations (5), (5') : car, si nous désignons par ^ le premier membre de 
l'équation (1), on pourra différencier, surM„^ i, l'équation ^ = 0, puisque 
celle-ci est vériQée en chaque point de M„ _ ,, et l'on aura 

ce qui montre bien que la condition -^ = entraine - - = 0, pour toutes 

les valeurs de i. 

Or, si nous différencions l'équation (1) par rapport à a:„, le résullat 
obtenu sera évidemment de la forme 

(10) ^aucpi,n'hl,=0, 

/j étant une fonction des œ, de z et de ses dérivées premières et secondes 
seulement, quadratique par rapport aux dérivées secondes (*). Si, dès lors, 
nous comparons le système des équations linéaires (9), (10) à celui des 
équations (1), (5), nous voyons qu'aux, termes constants près, ils sont 
identiques, une fois chaque inconnue^i/f remplacée parp,)^^. Par conséquent, 
lorsqu'on exprimera ces dernières en fonction de pnnn par le moyen des 
relations (9), l'équation en p„„„ sera 

(11) Apnnn -h K^=0 



(>) Il sera même linéaire par rapport aux j),i, si les a,i sont indépendants des déri- 
vées premières de ^. 
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OÙ 



(11) K, = 2d ai, 1^5^ - p. -j^-) -+- >^ a^ ^^. 



h 



est fonction des ^Tj, 5r, pi, pj^. La condition nécessaire et suffisante pour 
que les conditions (9) et (10) déterminent bien les dérivées troisièmes est 
donc encore A ^ 0. 

Le calcul des dérivées quatrièmes, cinquièmes, etc.^ sera tout à fait 
analogue aux précédents; On aura, pour chaque ordre^ une inconnue 
déterminée par une équation du premier degré dans laquelle le coefficient 
de cette inconnue sera toujours la même quantité A. Toutes ces inconnues 
seront donc bien déterminées sous la seule condition A ;2f 0. 

28 !• — On arriverait au même résultat par un changement de variable. 
Substituons, en effet, à a:„ la nouvelle variable indépendante 

La nouvelle équation de Mn^^ sera jr'n = et Téquation aux dérivées par- 
tielle» rapportée à ce nouveau système de variables sera ^' = 0. On pourra 

calculer toutes les dérivées successives en fonction de s et de -—r si Téqua- 

lion ^' = est résoluble par rapport à la dérivée ^5 • 

Or, si Ton revient aux anciennes variables, il est évident, d'après ce qui 
précède, et facile à vérifier directement, que la condition 



<m 



ainsi obtenue donne A ;zf 0. 

On retrouve donc bien ainsi la môme conclusion que tout à Theure. 
Mais, de plus, on en obtient une autre également très importante. On sait, 

en effet, d'après la démonstration de M°^° Kowalewski, que si z et -^^r sont 

pour a/„ = des fonctions analytiques et régulières de a)^, jf^» ••••» *^n— 1 
et que la fonction ^' soit analytique et régulière par rapport aux quantités 
qui y figurent, le problème admettra une solution z analytique et régu- 
lière en Xtt a;,, ...., a?»^!, a?'„. Ce résultat se transporte évidemment au 
système de variables donné. Autrement dit, les dérivées successives dont 
nous venons d'indiquer le calcul sont les coefficients d'un développement 
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de Taj/lor convergent pour des valeurs suffisammenl petites des argu- 
ments. 

282. — Supposons maintenant que l'on ait, sur toule (*) Thypersurface 
Mn— 1, la relation 

(12) A = 0. 

Alors il faudra, pour que le problème soit possible, ou du moins pour qu'il 
existe une solution z admettant des dérivées de tous ordres sur M„__t, que 
la série des valeurs données de ;r, /},,p2» ••••! i^n vérifie la condition K = 0, 
laquelle peut encore s'écrire, en remplaçant les pi par leurs valeurs en 
fonction de p„ tirées de (4) (*) 

(")K=r""(3Sî.--'fe-'-'^:-M-2'««è-'=''- 

283. — Si au contraire, on considère pour un instant une solution 
donnée z de l'équation (1), la condition A = est une équation aux 
dérivées pirtielles du premier ordre par rapport à jt», considéré comme 
fonction de a?,, j-^ ^n-i- Les multiplicités (2) qui vérifient cette équa- 
tion seront dites des caractéristiques de l'équation donnée. 

Il importe de remarquer que, pour former les caractéristiques, il ne 
suffit pas, en général, de se donner l'équation (1) elle-même : les caracté- 
ristiques ne sont définies que pour une intégrale déterminée de cette équa- 
tion, puisque les coefficients ne dépendent pas seulement des x, mais 
encore de z et de ses dérivées. Il n'y a d'exception que pour des équations 
de forme particulière, celles où les coefficients au^ des termes du second 
ordre sont fonctions des x seuls. 

Comme équation du premier ordre, l'équation aux dérivées partielles 
A = admet elle-môme des caractéristiques (') qui ne sont plus des mul- 



\ 

(I) Noos ne traitons pas ici le cas où A est nul sur une partie seulement de M».i 
(savoir, sur une multiplicité n — 2 fois étendue appartenant à M^^i) lequel corres- 
pond à une singularité (comparer ch. iv, n» tSS) »i K est diflfércnt de zéro et que 
nous retrouverons plus loin (n»» S ■•-SI 8) lorsque K Sera nul. 

d-c 
{-) Fik désigne, bien entendu, la dériv«'e , -j~" 

(■ïj Voir GouRSAT, Leçons sur Vintiy ration d's en-- ' - n-^x dirivée, 
du premier ordre. 
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tiplicités n — i fois étendues, mais des lignes (mulliplicités à une diinen.- 
sîon), définies par les éfiuations différentielles ordinaires 



lesquelles entraînent encore 



dxn 



("') ^' = p .A ^ p 5A ^ — ^ ■ 

Ces lignes jouent également un rôle essentiel dans la théorie actuelle : 
nous les nommerons hicaracléristiques ou encore rayons, en raison d'une 
signification physique que nous leur reconnaîtrons un peu plus loin. 

Toute hypersurface caractéristique M». ^ est un lieu de bicaractéristiques, 
une de ces lignes passant par chaque point de M„ _ j. 

384* — Les bicaractérisllques cesseraient d'être définies dans un cas 

que nous exclurons, au moins en ce moment : celui où !^ serait nul pour 

toutes les valeurs que peut prendre l'indice i. 

Si l'on considérait Pj, P,, ..... P» - , comme des coordonnées carté- 
sien nés et l'équation (12) comme représentant une surface, ce cas correspon- 
drait, comme on sait, à Texislence d'un point multiple sur la surface en 
question. Nous dirons, paranalogie, que M„_ ^ est une caractéristique 7nul' 
liple, son ordre de multiplicité étant celui du point (Pj, P„ ..., Pn-,) 
sur li^ surface (12). 

28S« — La condition (13) introduit déjà les bicaractéristiques. Le coof- 
Gcient de ^ dans cette équation est, en effet 

(15) — ^ «î* P* -H ain = — 2 jp •• 

on peut poser 

f L=.V«',(^0^^^-P.j,„)4-/. 
doonn tout d'abord la dislribulion des valeurs de sr, sur la 
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Soit p% un système déterminé de valeurs des puc vériûanl ces équations. 
Pour toute autre solution put* on aura 

(20) ^(Pi*-p?*) = ^i(p*--PÎ„) {lZ\\l\'Zl~ J 

d*où résulte 

(20') Pik=P-k -^ ^ '^i^'k . 0'» * = *» 2, .... n) 

X étant un certain paramètre. Ces dernières formules représentent donc la 
solution générale des équations (5). En la substituant dans l'équation (1), 
on aura une équation du premier degré pour déterminer X ; et le coetûcient 
de X sera précisément la quantité (18). 

Quant aux bicaractéristiques, elles seront données par les équations 

dx^ dx^ dxn^i dwn 

{iA^'') TX'^W ~dA" "" ôA_ 

qui se déduisent de (14) et de (14') par la substitution (17), en tenant 
compte de ce que la quantité (18) est homogène et, d'autre part, nulle sur 
la caractéristique. 

288. — Il est évident que les raisonnements précédents s'étendent 
d'eux-mêmes à une équation d'un ordre quelconque, pourvu qu'elle soit 
linéaire par rapport aux dérivées de Tordre le plus élevé. 

Il est également aisé de faire disparaître cette dernière restriction. Soit, 
par exemple, une équation du second ordre ^=0 non linéaire par rap- 
port aux pik. Le problème qui consiste à déterminer une solution z de 
cette équation, connaissant les valeurs de z et de p„ sur Mn-t, peut ùtre 
remplacé par le suivant : trouver une solution de V équation 

(21) ^ = 

comiaissantf sur Mn-,, ses valeurs^ celles de ses dérivées et celles de ses 
dérivées secondes, ces dernières données étant convenablement choisies : 
elles seront déterminées par les conditions (5) et Téqualion ^=0. Toute 
fonction z qui répondra au premier problème répondra en effet au second, 
et d'autre part, si z satisfait à Téquation (21), ^sera une fonction de 
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jPi, X,, ...... a?n-i seuls et sera, par conséquent, partout nul s'il l'est pour 

-aPn = fi^if a?„ , Xn .,). 

Or, l'équation (21), qui est du troisième ordre, est linéaire par rapport 
«lux dérivées troisièmes, le coefficient depi^^n étant - — : elle admettra donc 
des caractéristiques données par l'équation 

<22) y' if. p,p, _ y' jf. p.. + if. = 

^ ^ ^ ftp,* ' * ^ i,pi„ '^' ^ ôp™ — " 

(ou 

si Téquation deM„.t.cst prise sous la forme (2')) : autrement dit, par la 
condition que le déterminant fonctionnel de Téquation donnée et des rela- 
tions (5) (ou (20)) par rapport aux piu s annule. En un mot, les aik seront 

simplement remplacés ici par les quantités -— • 

Seulement, on voit que, à Tégard de la théorie des caractéristiques, 
Téquation donnée se comportera comme une équation du troisième ordre, 
c'est-à-dire que les considérations du n^ 28G ne s'appliqueront qu'à 
partir du calcul des dérivées troisièmes et non de celui des dérivées 
secondes, comme il arrivait dans le cas où l'équation donnée avait la 
forme (1). 

Par exemple, nous ne pourrons plus en général, écrire la condition (13), 
mais seulement la condition (16), savoir 

A étant ^iC premier membre de Téquation (22). 

I9II1I. — Il est cependant un cas où, réquation n'étant pas linéaire, il 
n*est pas nécessaire de la diiTûrcncier préalablement pour lui appliquer la 
théorie précédente. C'est ce qui arrive, lorsque le nombre des variables indé- 
pendantes est de deux, pour les oquations de Monge Ampère (équation (17) 
dun» t^H). 

Hadahard 18 
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Pour n quelconque, la môme circonstance se présente toutes les fois que 
le premier membre de l'équation est une fonction linéaire du déterminant 

Pli Pu Pin 

Pu Pii P%n 

Pni Pttf Pnn 

et de ses mineurs (•). 

C'est en particulier, ce qui a lieu pour toute équation que Ton déduit d'une 
équation de la forme (1) par une transformation de c>)ntact. Il était é?ident 
a priori (comparer ch. IV, n*> lO^), que les conclusions précédentes devaient 
subsister pour une équation ainsi obtenue et môme que les caractéristiques et 
les bicaractèristiques sont conservées dans la transformation, 

200* — Ainsi que nous l'avons vu, pour le cas de deux variables, au 
n° 161, la condition (12) est celle que doit vériGer M„.t pour que deux 
intégrales de l'équation soient tangentes entre elles en tous les points de 
celte multiplicité, du moins tant que ce contact ne sera pas d*ordre înGni. 

Cette notion est, d'ailleurs, équivalente à celle de la propagation des 
ondes lorsque celle-ci s'applique à des mouvements qui peuvent être con- 
sidérés comme ne dépendant que d'une seule fonction inconnue. 

Considérons, par exemple, les mouvements d'un gaz qui dérivent d^un 
potentiel des vitesses <l>. Les composantes de la vitesse dépendent alors des 
dérivées premières de ce potentiel, et il en est de même de la pression 
d'après l'équation (^) 

(^») v-/f='|*i[cs)V(5)V(S)-]. 

Supposons que deux mouvements de cette espèce présentent entre eux une 
discontinuité d'ordre m (wi > 2). Cet ordre sera aussi celui des premières 
dérivées du potentiel qui soient discontinues. 

''^> 2/> ^9 ^ * étant considérés comme cinq coordonnées, chacun des deux 
mouvements sera représenté par une surface dans l'espace à cinq dimen- 



(*) Ces équations ont été étudiées d'une manière générale par M. Goursat [BuU. 
Soc. Math. Fr., tome XXVII, p. 1-34; 1899). 

\^-) Voir par exemple Kiroiiiiokf, Mécanique^ 15»' leçon. 
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sionsy surfaces ayant entre elles un contact d'ordre m. Toutes deux devront 
d'ailleurs satisfaire à 1 équation différentielle du mouvement, savoir Q) 

où doit être remplacé par sa valeur tirée de (23). 
La multiplicité de contact 

(24) Q(a?, y, ;?, = 

devra donc être une caractéristique de celte équation. Or, dans celle-ci, les 
termes du second ordre sont 

\i>t îkr 007 ôy ôy àz hz ) do 

de sorte qu'on devra avoir 

<») e + « 2 - %? -" S)" = I [(£)■ - (I)' + (S)"]- 

Cette équation est équivalente à la formule (5) (n<* 240) qui fait 
connaître la vitesse de déplacement de l'onde. 

Les raisonnements mêmes par lesquels nous avons obtenu ces deux for- 
mules sont d'ailleurs analogues les uns aux autres, quoique cette analogie 
ne puisse nous apparaître complètement tant que nous n'introduisons que le 
potentiel des vitesses au lieu des trois coordonnées x^ y, z considérées comme 
fonction de a, 6, c, t. Considérons, par exemple, les équations (20) ou (20'] : 
elles expriment que, pour deux intégrales qui se raccordent suivant la mul- 
tiplicité ijtl) avec identité des dérivées premières, les différences des dérivées 
secondes sont entre elles comme les carrés et les produits deux à deux des 
dérivées partielles du premier membre de (2'). Ce fait n'est autre que celui 
que nous avons établi au n° 07 ('). 



(i) KlBCHBOPr, loo. oit. 

(*) Toulefoi», la théorie des caractéristiques ne dispense pas du lemme du no tt^ 
lemme qui a été implicitement admis dans ce que nous Tenons de dire. 
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20 !• — Pour appliquer la théorie des caractéristiques à Fétude du 
mouvement le plus général des gaz, il est nécessaire de Tétendrc au cas des 
systèmes d'équations, le nombre de celles-ci étant supposé égal à celui des 
fonctions inconnues: cas auquel le théorème de Cauchy et de H"* Kowa- 
lewsky continue à s'appliquer, du moins lorsque, d'une part, on suppose 
toutes les données analytiques, et que, de Tautre, on exclut certains cas 
exceptionnels (ceux où il est impossible de résoudre par rapport à des 
dérivées d'ordre le plus élevé appartenant respectivement aux diverses 
fonctions cherchées) lesquels n'interviennent pas dans les problèmes dont 
nous nous occupons. 

Rappelons que, contrairement à ce qui se passe pour les équations diiïé- 
rentielles ordinaires, le cas de plusieurs équations aux dérivées partielles à 
un nombre égal de fonctions inconnues est essentiellement distinct de 
celui d'une seule équation. Il est impossible de ramener l'un à l'autre en 
éliminant une ou plusieurs inconnues : on n'obtiendrait pas ainsi, en effet, 
une équation unique pour déterminer l'inconnue restante, mais un système 
d'équations dont la discussion, au point de vue de Texistence et de la 
recherche de leurs solutions communes, serait, en général, plus compliquée 
que celle du système primitif. 

Nous prendrons, pour fixer les idées, le cas qui se présente le plus com- 
munément en Mécanique, celui de trois équations à trois inconnues ^, r,, Ç 
et nous supposerons encore les équations du second ordre et linéaires par 
rapport aux dérivées secondes pi^ de i, aux dérivées secondes qut de r^ et 
aux dérivées secondes Vnc de Ç. Elles s'écriront donc 

\ 2 ^'^p^ "^ 2 ^''^^»* "^ 2!d ^'**^'^ H- /' = 

oùaut, a'uc, ...., c'i^, cV. c"i*; l^ l\ P dépendant des fonctions inconnues, de 
leurs dérivées premières (celles de £ étant désignées par Pi, p^, ....iPn, 
celles de t\ par g'i, q^^ ...., q„, celles de î par rj, r^, ...., r„) et des va- 
riables indépendantes qui sont toujours les x. 

Nous considérerons encore la multiplicité Mn-|, sur laquelle nous suppo- 
serons données les valeurs de î, ^î, Ç et des dérivées premières (ou, plus 
exactement de p„, qn, r„). I.es 7,7^. Vuc vérifiant des équations toutes sem- 
blables à (6), (6% on pourra appliquer aux termes qui 1rs contiennent les 
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(27) 



transformations que nous avons faites aux n^* 270, 2S2, et les équations 
données prendront par conséquent la forme (comparer (7), (i5)) 

'^z i <:?jD„ ôA ^' i dqn i^B 
où A, B, C désignent les quantités 

A = 2 «'■* Pi P* — 2 "'" ^' "^ """ 
B = 2' *'* P- P* - 2' ''•n P> + *"- 
C = ^ C.tP.P» — ^ dnPi + C„„, 

tandis que A', B', C, A', B', C sont des quantités tout analogues rormées 
avec la seconde et la troisième équations, et que 



(88) 



i "- = r -. (4k - '-"■) - r '.. (aSr. - -■"■) 



) 



r».(^ï: -"■.-)+' 



ainsi que les quantités analogues L', L', sont des fondions de p„, qn, rn et 
de la dislributîon des valeurs de ^, r^^ C sur M„_i. 

Dès lors, la condition pour que la recherche des dérivées secondes soit 
un problème impossible ou indéterminé est 

ABC 
(29) H= A' B' C =0. 

A'' B^ C 

On a ainsi, comme on voit, une équation aux dérivées partielles du pre- 
mier ordre, mais du sixième degré. 
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202. — Plaçons-Dous d'abord, dans le cas le plus général, celui où la 
multiplicité M„_i élant caractéristique, c'est-à-dire vérifiant Téqualion 
H = 0, les mineurs du déterminant H ne sont pas nuls à la fois en un 
point quelconque de cette multiplicité. Alors la condition pour que le sys- 
tème soit indéterminé (et non impossible) par rapport à pnm Çnn, ^nn est 
unique, savoir une certaine équation de la forme 

linéaire par rapport aux dérivées de pn, q^ t*„, prises sur M»— t. 

On peut donc, cette fois, choisir arbitrairement, en chaque point de 
Mn- 1, deux des trois dérivées premières |}n, q^ f„ et déterminer la troi- 
sième par celte condition. Mais ici les caractéristiques de Téquation linéaire 
du premier ordre ainsi obtenue ne seraient nullement les analogues des 
bicaractéristiques définies tout à Theure dans le cas d'une seule équation. 
Elles ne coïncideraient pas avec les lignes que nous allons rencontrer dans 
le calcul des dérivées troisièmes et qui, elles, seront les véritables bicarac- 
téristiques. Au reste, les caractéristiques de Téquation en r» ne seraient pas 
les mômes que celles de l'équation en pn ou en ^„. 

En un mot, tant qu'on s'arrête aux dérivées secondes, le calcul se pré- 
sente d'une manière très différente, suivant qu'il s'agit d'une ou de plu- 
sieurs équations. 

203. — La condition (30) étant supposée vérifiée, la solution du 
système (27) sera indéterminée. Si a, p, y, «', P', ï', «', p', T* sont les mi- 
neurs de H relatifs aux éléments A, B, C, A', B', C, A", B*, C respective- 
ment, a étant par exemple, supposé différent de 0, toutes les solutions de 
ce système seront comprises dans la formule 

!Pnn = p\n H" «P 
q^^ = q\„ 4- Pp 
rnn = r\n + YP 

(p%n, q\n^ r^nn) étant l'une d'elles et p un paramètre arbitraire. 

Passons aux dérivées troisièmes. D'après les calculs précédemment 
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effectués, il suffira de trouver />„„„, qnnm ^Wn, lesquels seront donnés par 
les équations 

An -i- R/y -1- r^ V ^ ^P""» ^'^ V * ^^9nn ^B 

Apnnn + B ^^n ^ G Tnnn "" >, 2 "(^ ôPi " 2d 2 "SSI 5P; 

Y^' 1 dr„n ôC , , _ ^ 



(32) 



L^, L'i, L'i désignant de nouveaux termes quadratiques en pnnt Qnm "t^nn^ à 
coefGcients connus. La condition de possibilité de ce système s'obtient en 
multipliant la première équation par a, la seconde par a', la troisième 
par a" ; il vient ainsi, pnnn* Qnnn et Vnnn disparaissant du résultat, 

(320 ^ "^2- ^-rf^rv ^•"^*5p;'*"* 5p;j 

1 -(aLi-+-a'L^-ha'L^) = 0. 

Dans cette équation, nous avons à substituer les valeurs de p„n, 7nnt r„„ 

données par les formules (31). Il est clair que nous obtenons ainsi, pour 

déterminer p, une équation linéaire (non homogène) aux dérivées part if^lles 

âo 
du premier ordre en p, le coefGcienl de V- étant 

1 / i>A , i>A' , i>A'\ i o / ^B / *^B' , ^W\ 

1 / ^C ,^C' ,^a'\ 

-^2n%-p;-^^sF-^*sF;> 

Mais, d*après des identités bien conniios, la condition IJ = entraîne 
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Nous pouvons donc mettre a en facteur et le coefficient de ^ a, savo 



voir 



a 



^l^ + »^^^•+«^^^ + ^-S•+P'i-^P^?..-^^S•-^ï'sp.+ï';f;• 



Il est autre que -q- * 
Donc les caractéristiques de l'équation en p sont 

^^^^ -Sir - w" = •• • = -ir; ' 

SP; ôP, ôPn-i 

autrement dit, sont identiques à celles de Téquation (29). 

On retrouvera évidemment ces mômes lignes dans le calcul des dérivées 
des ordres suivants. Ce sont elles que nous appellerons les bicaractéristiques 
du système donné. 



294. -T- Le cas que nous venons de traiter est celui des équations de 
l'Hydrodynamique, du moins en ce qui concerne les discontinuités propa- 



Tout d'abord, en effet, il est clair, comme précédemment, que la multi- 
plicité So qui exprime, comme il a été expliqué au n° 06, la propagation 
d*une onde avec le temps, est nécessairement une caractéristique du système 
des équations du mouvement. 

D'autre part, si deux mouvements d'une masse aérienne se propagent l'un 
dans l'autre suivant une onde, nous savons que la discontinuité qui existe 
entre eux est normale à cette onde en chaque point. Si donc on donne l'un 
des mouvements, les valeurs des dérivées secondes pour l'autre ne dépen- 
dront, en chaque point, que d'une seule inconnue, à savoir la grandeur de 
la discontinuité en question. Ceci revient à dire que la résolution du sys- 
tème (27) ne comporte qu'une inconnue arbitraire et, par conséquent, que 
Tun êLU moins des mineurs du déterminant H est diiïérent de zéro. 

Si nous prenons les équations de l'Hydrodynamique sous la forme 
d'EuIer, les variables indépendantes étant les coordonnées actuelles x,y, z 
et le temps /, l'équation de Mn— j devra être écrite sous la forme 

?(-3?, y, ;2:, = 0. 

L'équation aux dérivées partielles à laquelle satisfera la fonction cp et qui 
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donnera -: en fonction de ^-^' ^* ^-^, fera ainsi connaître la vitesse de dé- 
d^ ^r csy ^z 

placement de l*onde. Effeclivemenl, si on forme le dHenninant H pour les 

équations d'Ëuler, qui sont quatre équalions du premier ordre à quatre 

inconnues ti, r, m», p, on retombera sur Téquation (25), multipliée par le 

facteur! -* -hti-^ -ht?^-hfr-^) (lequel correspond aux ondes station- 
\ô< bx ôy àz/ ^ ^ '^ 

naireSy dont nous reparlerons plus loin). 

Si, au contraire, nous prenons les variables de Lagrange, Téqualion de 

M„__j étant résolue par rapport à t, soit 

(34) t = f{a, b, c) 

l'équation des caractéristiques nous donnera la vitesse de propagation 

(35) - * 



^fa' -+- fl' + t7 

rapportée à l'état initial considéré. Nous retomberons donc ainsi sur la 
formule (4) du n° 240 ; et, en effet, les calculs précédents, appliqués aux 
équations (1) et (3) du ch. IH, donnent (*), conformément è la formule en 
question et à la relation (35), 

(«»') iJïf *(/•<., A./-.) -1=0. 

Si l'équation de H„_j est prise sous la forme 

(34') f[a, ô, c, /) = 

non résolue par rapport à /, on obtiendra la mi^me équation (au remplace- 
ment près du second terme par fr) multipliée parle facteur /J^, correspon- 
dant encore aux ondes stationnaires. 

205« — On voit d'ailleurs bien, dans ces conditions, que les calculs 
par lesquels on parvient au résultat ne sont pas distincts de ceux qui ont 
été faits au chap. v. On devra, en effet, écrire pour l'inconnue x des équa- 
tions du type (20') et, pour 7/ et z, des équations analogues où le paramètre X 



(•) On devra, à cet effet, exprimer (comme nous l'avons dit au n^ 1*4) les dëri- 
^^^* ftS* ^ ' > j ^ l'aide des dj^rivées par rapport à a, b, c, et, d'autre part, tenir 
compte de la remarque faite dans la note de la pa^'e 92. 
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sera remplacé par jz ou v. Or, il apparatl immédiatement qu*on obtient 
ainsi les conditions cinématiques de compatibilité qui ont fait l'objet du 
chap. u et que nous avons adjointes aux équations dynamiques du mouve- 
ment (*). 

tSOG. — On obtiendra la valeur de la vitesse de propagation telle que 
la donne la formule (3) (n° tSSO) en prenant pour état initial l'état actuel : 
de plus, la forme * (fa, /i, fc) qui Ggure dans la formule (29') se rédui- 
sant alors k f^ -\- /i* -{- fc^^ nous avons immédiatement à Tinstant consi- 
déré, la tangente à la bicaractéristique, savoir : 

da db de dt 

fa fb le 



y 4 



w+fb'^p) 



ainsi la bicaraclérisliqvSj rapportée à un état initial coïncidant avec 
Vctat actuel à Vinstant et au point considérés^ est normale à fonde. 

^07. — Si, des équations de l'Hydrodynamique, nous passons à celles 
do TElasticito, nous pourrons également appliquer les considérations pré> 
ccdentcs, du moins lorsque les coefQcienls d'élasticité seront tout à fait 
quelconques. En général, en effet, les directions de discontinuités compa- 
tibles avec une surface d*onde déterminée sont en nombre fini, égal à trois, 
chacune d*elles correspondant à une vitesse de propagation différente : 
autrement dit, lorsqu'on donne la multiplicité caractéristique So qui repré- 
sente la propagation de Tonde, la direction de la discontinuité est déter- 
minée. Nous pouvons donc raisonner comme nous l'avons fait au commen- 
cement du n** 4SO4. 

tSOS. — Il en est autrement dans le cas d'un corps isotrope, la déforma- 
tion étant supposée inQniment petile. Nous avons vu, en effet, que, dans 
un tel corps, la vilesse de propagation n'a que deux valeurs possibles (au 
lieu de trois). La première correspond à des ondes longitudinales, aux- 
quelles s'applique ce que nous avons dit jusqu'ici. L'autre, au contraire, 



(1) Il est cependant à remarquer que les considëraUons des chap. ii-v ne donnent 
pas l'interprétatioa de la forme que présentent les termes tout connu? (indépen- 
dants des Pu) et ne permettent pas, par conséquent, de retrouver le» équations dans 
lesquelles ces termes interviennent, telles que l'équalion (30) (n*» t*t;. U y a là 
une lacune sans doute intéressante à combler. 
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égale (avec les notations du n° 200) à -, convient à des ondes transver- 

P 
sales, et une discontinuité transversale quelconque peut (Hre ainsi pro- 
pagée. Autrement dit, si nous considérons les équations (5) du n® 200, 
équations dont le déterminant est 



(36), 



pet_M— (L+M)»» — (L-hM)ap — (L-hM)aY 

— (L-i-M)ap pos — M_(L-4-M)p* — (L + M) ?y 

— (L + M) «Y — (L -H- M) Pf pO» — M — (L-hM)7= 

= _ (pe« _ h\y (L -H 2M — pe>), 



le facteur p9* — M sera commun à ce déterminant et à tous ses mineurs. 
D'ailleurs, ainsi qu'il résulte évidemment des développements qui prëctV 
dent, — et qu'on le vérifie d'ailleurs immédiatement — si, dans ces équa- 
tions linéaires, on remplace les inconnues X, fi, v par y^> ^> 5^^ et les 
quantités a, p, f, par 

A A /; j , 



v^A* -+- Ay* H- A^ v//x' -^ r/ -i- r^ ^Ju-^ti-^f^' //■/--+-/•/ ^-A^- 

les équaiions ainsi obtenues ne seront autres, aux termes indépendants des 
inconnues près, que celles auxquelles on arriverait en reportant dans les 
équations mêmes du mouvement (équations (4) du n"" 250) les valeurs 
des dérivées secondes tirées de (6), (6'), c'est-à-dire que les éijuations (28) 
(l'équalion de Tonde étant t = f{x, //, z) ). 

On voit donc, que sur les ondes transversales qui se propagent dans les 
corps élastiques isotropes, le déterminant il est nul ainsi que tous ses 
mineurs, 11 en est évidemment de mt^me pour les ondes transversales sta- 
tionnaires de THydrodynamiquc, ainsi qu'on s*en assurerait en effectuant 
les calculs du n° 294 sans exclure ces ondes, c est-à-dire sur l'équation 
(34') et non sur l'équation résolue par rapport à /. 

200« — Il est donc nécessaire d'étudier, à leur tour, les systèmes pour 
lesquels cette circonstance se présente. 

Nous nous trouvons, alors, dans un cas précédemment exclu (n° 28-1) 
même pour l'étude d'une seule équation : celui d'une caractéristique mul- 
tiple. Il est clair, en effet, que toutes les quantités *tj sont nulles (*). 

(») C'est ainsi que, dans l'expression (36), le facteur oQ- — M fi«:ure au carré. 
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Sur une caraclérisllquc multiple, les théories précédentes sont, en général, 
en défaut. Mais il en est autrement si cette caractéristique annule tous les 
mineurs du déterminant H et si son rang^ c'est-à-dire le nombre de lignes 
et de colonnes qu'il faut supprimer dans le déterminant en question pour 
trouver un mineur diiïérent de zéro, est égal à son ordre de multiplicité. 
C'est ce qui est établi, pour le cas de deux variables indépendantes, dans 
l'ouvrage cité de M. Goursat (*). 

Nous retrouverons plus loin (n^ 327) l'équivalent, pour le cas de n 
quelconque, du résultat ainsi obtenu. Mais, pour notre objet actuel, 
nous serons obligés de faire une hypothèse de plus. 

Dans le cas envisagé au n^ précédent, en effet, les caractéristiques 
doubles ont le même degré de généralité que les autres : elles sont définies, 
comme elles, par une une seule équation aux dérivées partielles du premier 
ordre. 

Nous nous bornerons au cas, évidemment très particulier, où cette con- 
dition est vérifiée : plus exactement, où tous les mineurs du déterminant II 
s'annulent, non seulement sur la caractéristique considérée^ mais sur toutes 
les caractéristiques infiniment voisines de la première. 

Reprenons donc le système d'équations et le système (27) en pnn^ qnn, r„n 
qui en est la conséquence et supposons que, le déterminant H soit nul avec 
tous ses mineurs, cette circonstance ayant lieu, non seulement sur Mn.p 
mais sur toutes les caractéristiques voisines. 

Le système (27) aura alors deux conditions de possibilité, mais si elles 
sont vérifiées, les trois équations qu'il renferme se réduiront à une seule 
qui déterminera r„„, par exemple, en fonction de |}„„ et de qnn - on aura, à 
un terme connu près 

__ A B 

^nn — 7T Pnn """ 7T Qnn* 

Les équations (32) auront également deux conditions de possibilité que 
nous obtiendrons, par exemple, en multipliant la première d entre elles 
par C, la troisième par — C et ajoutant, puis, opérant de môme avec les 
deux dernières et les coefficients G", — G'. Nous trouverons ainsi 

(») Equations aux dérivées partielles du second ordre, tome ii, note li. 
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2- 2 r ÔPi "" ^ ^TJ d^i -^ Z2[ ^"^ ri>V 7i57 

(les dérivées Iroisièmes s'éiiminant en vertu des relations 

(37) (X = a' = a' = p = p' = P" = V = y = y" = 0). 

Si nous substituons à rnn sa valeur en fonction dep»», g»», nous aurons 
pour ceux-ci les deux équations aux dérivées partielles 

(38)^ 

Y^/ 1 fp, oA' p, i^A" A /p, <>C' c^Cx 1 rfp„„ 

2- 2 L ô"K "■ ^i ~ C r SE " ^ SFijJ -5^7 

V' ^ fr» ^B' p' ^B' ^ /p' *'^' P' ^'^G'\l ^V'»« _^ 



0, 



= 



dans lesquelles nous avons remplacé par des points tous les termes qui ne 
contiennent pas les dérivées de p„nj qnm termes dont la forme ne nous im- 
porte pas actuellement. 

300« — Ces équations sont, en apparence, de forme beaucoup plus compli- 
quée que les précédentes puisque nous sommes en présence de deux équations 
aux dérivées partielles à deux fonctions inconnues p„„, qn„. Cependant, 
comme les premières, elles se réduisent à des équations diflérentielles ordi- 
naires. 

Si, en efîet, nous tenons compte de la relation AC = CA', le coefficient 

de -?^, dans la première d'entre elles, s'écrit 



2 r ôT>- 



î>A p ^A" ., i>C _^ . ^C'\ 



Or ceci n'est autre que .» — i^^" — ^"^1 = •> lu * 

De môme, le coerficient de -^^", dans la seconde équation (38), est 



(U'i 



2 \ i)^i ol'i oPi oPi7 2 c\i\ 
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(puisque Ion a également AC = CA') ; pendant que les coefficîenls 
analogues de ^ sont _ ^ _, ^ ^-p;.- 

Or nous avons supposé que les relations (37) avaient lieu, non seulement 
sur Mn-i, mais sur toutes les caractéristiques inBniment voisines. Ceci 
exige évidemment que les expressions a, a', ...., qui sont des polynômes 
en Pj, Pj, ...., Pn-i, aient un facteur commun Hi, les caractéristiques en 
question étant représentées par Téquation H^ = 0. Nous pourrons donc 
poser 

et nous supposerons que les quantités Jb, ...., C ne s'annulent pas toutes 
à la fois en un point quelconque de notre caractéristique. 

H, étant nul, la dérivée -^ se réduit à ^' -^ et une réduction analogue 

,. ô3' ôa' ba" ., , .. ,. . . , 

a lieu pour -p- > -rj > -p . Nos équations s écrivent alors 

2 Zrf ôPi rfo?, ~ 2 2d àPi dxi "^ ••••—" 

2 Z( ôP, rfa:i "^ 2 Z( (SR "SST "^ 

Si donc nous considérons sur Mn-|, les lignes définies par les équations 
différentielles 

<^^^^ ThT — TÎT "~;h — "-^* 



rfr. 




dx, 




da;„., 


ùH, 




ôH, 


" 


• ^ ùH, 


sp; 




.P. 




.T„-. 



(« étant un paramètre auxiliaire), nous pourrons écrire nos équations sous 
la forme 

_a%!+ Jfc '^S?? -4- ... = 0. 

Ce sont deux équations différentielles ordinaires définissant pnn 
et qnn en fonction de s. Nous trouvons donc les mc^mes conclusions géné- 
rales que tout à Theure. Nous pourrons choisir arbitrairement les valeurs 
de pnm qnn en un point de chacune des lignes définies par les équations 
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différentielles (39)» après quoi ces quantités seront déterminées sur toute 
la ligne en question. Ce seront ces lignes que nous nommerons encore les 
bicaracléristiques du système. 

Dans le cas des ondes transversales qui se propagent dans les solides 
isotropes, ces bicaractéristiques seront encore normales aux ondes, puis- 
que l'équation des caractéristiques s'écrit 

H. = pf,* - M (/;« + rv' + /;•) = 0. 

30 !• — D*après ce qui a été dit au n® 288, il est clair que tous ces 
résultats (tant ceux des n°* 29l-20<l, que ceux que nous venons d'ob- 
tenir), subsisteraient dans ce qu'ils ont d'essentiel si les équations données 
n^étaient pas linéaires par rapport aux ptk, qnc, nk* Il suffirait encore de 
dilTérentier une fois ces équations par rapport à x„. Les quantités a^k, hik^ Cik 
seraient remplacées par les dérivées des premiers membres relativement 
à pik, qik ou Vik. 

Il est clair, également, que, si Téquation de Mn-i était considérée sous 
la forme (2'), non résolue par rapport à jr«, les caractéristiques seraient 
encore données par l'équation (29), A étant remplacé par l'expression (18) 
(n® 28T); A', A", ... par des expressions analogues; et que les bicaracléris- 
tiques seraient représentées (dans Thypothèse du n° 202) par les équations 



dXf 


dXn 


ôH -- • 


•• = ^r 


i^TC. 


ô-n 



302« — Revenons à Tinterprétation dynamique des résultats que nous 
venons d'obtenir. 

Nous adopterons pour représenter nos raisonnements, la convention 
dont nous avons parlé au n" 100^'% c'est-à-dire que nous tracerons les 
figures correspondantes comme s'il s'agissait de raouvemenis plans, les 
surfaces de discontinuité étant remplacées sur les figures par des courbes, 
les multiplicités triplement étendues par des sut faces, etc. 

Soient considérés deux mouvenienls en discontinuité du second ordre 
(ou d'ordre w> 2), suivant une surface dont la portion représentée sur 
l'état initial, sera désignée par S^, et qui doivent satisfaire à un même 
système d'équations dynamiques, par exemple aux équations de l'hydro- 
dynamique. Supposons qu'on donne à un instant donné t^, la position de 
la surface S^. Los considérations du chapitro V nous apprennent à 
trouver à cet instant, en tous los points de cotte surfacr^ la vito.>=sp de 
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propagation ou, ce qui revient au même ( n* lOO**")» l'angle de Thyper- 
surface So- ï>cu de S,, lorsque le temps varie, avec rhypcreurfacc 
t = t^ : par conséquent, à construire en ce point la direction de 8o- D**prè5 
ce qui a été vu au chap. V et au chap. VI (n« 260-27 I), cette direction 
est toujours réelle dans le cas des équations de l'hydrodynamique ou de 
Télasticité. Il peut en exister deux ou plusieurs dilTérentes, entre lesquelles 
les conditions de compatibilité permettront de choisir ainsi qu'il a été 
expliqué au n° 24«l. 

30«}. — Mais les considérations développées dans le présent chapitre 
permettent d'aller beaucoup plus loin. Si en eiïet, Tun des deux mouve- 
mcnts est complètenn.ent connu, celui vers l'intérieur duquel a lieu la pro- 
pagation, nous connaîtrons une équation aux dérivées partielles du premier 
ordre (celle des caractéristiques) à laquelle devra satisfaire Sq. 

Or, d'après la théorie générale des équations aux dérivées partielles ('), 
une telle équation, jointe à la condition de passer par la surface S^, déter- 
mine complètement Thypersurface en question. 

Pour opérer etTectivement cette détermination, il sufQt (*) de posséder 
une intégrale complète de l'équation des caractéristiques, c'est-à-dire 
(à une restriction près, sur laquelle nous n'avons pas à insister ici (^) s 
une intégrale dépendant de trois constantes arbitraires (dans le cas qui 
nous intéresse, celui où le nombre des variables indépendantes est de 
quatre). 

Nous partirons d'une multiplicité caractéristique qui, non seulement 
peut jouer le rôle d'intégrale complète, mais est même un peu plus géné- 
rale, puisqu'elle contient quatre constantes, à savoir les coordonnées d'un 
point quelconque (a^,, 6^, c^, t^) de l'espace E^. Soit 

(40) H (.r„ X, ... a:„, P„ P„ ... P„_,) = 

une équation aux dérivées partielles du premier ordre quelconque défi- 
nissant Xn comme fonction de a?,, x^^ ..., Xn-\. et où Pi, P^, ..,, Pn_i dési- 
^Mient les dérivées premières de jr„. Pour chaque système de valeurs 
(x\, .rS, ... .r^) de x^, .7\„ ..., .r„, cette équation donne une relation entre 



(*) (lOURSAT, Lcçonx sur Vintcgration des équations aux dérivées partielles du 
premier ord^e^ ii» 15, p. 189-191. 
(2; GouRSAT, loc. cit. 
(3) GoL'iisAT, Ibid,, no 4S, p. 96. 
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P|» P«> •••! Pti-i. Pour n =3, ces variables x,, x^y x^ peuvent être 
regardées comme des coordonnées cartésiennes el la relation obtenue 
entre P, et Pj représente un cône auquel doit être tangente la surface cher- 
chée. Nous pourrons, en nous servant de la géométrie à n dimensions, 
conserver la même interprétation géométrique, quel que soit n, el parler 
du cône F représenté par Téquation (40) au point qui a pour coor- 
données 07?, x\^ ..., 0?;. 

A chaque direction (de multiplicités M„_ J tangente à ce cône, suivant 
une certaine génératrice y» — c*est-à-dire, à chaque système de valeurs 
de Pj, P,, ..., P„^i satisfaisant à Téquation pour les valeurs données des 
X — , la théorie des équations aux dérivées partielles du premier ordre 
apprend à faire correspondre une caractéristique c de l'équation (40), ayant 
pour tangente au point donné la génératrice Y- Toute intégrale passant en 
el pour laquelle P^, Pj, ..., Pn-i ont, en ce point, les valeurs consi- 
dérées, contient nécessairement toute la caractéristique c. 

L'intégrale que nous considérerons avec H. Darboux (^), el qui a été 
nommée par lui intégrale à point singulier^ n'est autre que le lieu C des 
diiïérenles caractéristiques c issues du point et correspondant aux diverses 
directions possibles de y* Elle admet évidemment comme point conique, 
le cône tangent étant r. Elle est inscrile, le long d'une caractéristique c, à 
chaque intégrale passant par 0. 

Dans le cas où l'équation (40) sera celle qui définit les caractéristiques 
d'une équation ou d'un système tels que ceux que nous avons étudiés dans 
ce qui ]ll*écéde, nous donnerons à cette hypersurface C ayant G pour point 
conique, le nom de conoïde caractéristique de sommet 0, le cône T étant 
dit le cône caractéristique de même sommet. 

304« — Si maintenant, à son tour, le système en question est celui qui 
régit un mouvement, de sorte que les variables indépendantes soient 
a, &, c, t, et qu'on donne la position Sq d'une onde à l'instant t^y il suffira, 
pour obtenir la multiplicité caractéristique So {fi9- ^^) ^^î coupe t = t^ 
suivant la surface S^, — c'est-à-dire la multiplicité qui figure la marche de 
cette onde, — de prendre l'enveloppe des conoïdes caractéristiques ayant pour 
sommets les différents points (a^, ^q, Cq, t^) qui constituent la surface Sq 
considérée à l'instant t^. Cette enveloppe aura, en général, plusieurs nappes ; 



(<) Mémoire sur les solutions singulières des équations aux dérivées partielles du 
premier ordre ^ n® •, p. 34 {Mém, des savants étrangers^ l. XXVII, 1880). 
Hadamard 19 
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mais, comme au n" 24*1, s*il y a compatibilité, la proi>agalion se fera 
suivant une seule, parfaitement déterminée, d'entre elles. 

Soit 2 la surface (représentée sur la fig, 19 par une courbe), suivant 
laquelle la multiplicité i = t' (représentée sur la fig, 19 par un plan pa- 

7rallèle à t = ^o)est coupée par le conoîde 
caractéristique de sommet (a^, b^^ c^, ^o-* 
La construction que nous venons d'in- 
diquer pour So se traduira, dans le lan- 
gage de la géométrie ordinaire, de la 
manière suivante : Etant donnée la 
position Sq d'une onde à Vinstant t^, 
pour obtenir la position S'^ de cette 
°' onde à un instant ultérieur quelcon- 

que t'y il suffira de prendre Venveloppe des surfaces 2 correspondant 
aux différents points de S^. 

Lorsque la surface Sq est in uniment petite et se réduit au point 
unique («0,6^, c^), la multiplicité S^ n'est autre que le conoîde caractéris- 
tique lui-même. La surface 2 est donc celle sur laquelle serait distribuée, 
à l'instant t', une discontinuité concentrée, pour t = tç^, aux environs du 
point (flo, Ôq, Co). 

305* — Les ondes rencontrées dans les chapitres V et VI avaient 
(n^* 2<I9, 2>7\) leurs vitesses de propagation toujours réelles et nous 
avons même été conduits à admettre (n° 27 1 ) que ces vitesses étaient 
toujours finies. 

Comme on le voit immédiatement en se reportant d'abord au cas du 
mouvement à deux dimensions, la condition que les vitesses soient réelles 
quelle que soit la direction de l'onde, revient à celle-ci, que la multiplicité 
t = Iq n'est pas sécante au cône caractéristique du sommet 0, et la condi- 
tion que ces vitesses soient toujours finies exprime qu'elle ne lui est pas 
non plus tangente : qu'elle lui est, par conséquent, entièrement exté 
rieure. 

Si cette condition est remplie, il est clair que la surface 2 ne s'éloigne 
indéfiniment dans aucun sens. £n particulier^ la surface 2 correspondant 
au cas où S^ se réduit au point est toujours fermée. 

300* — Inversement, soit donnée au temps t' > Z^, une surface S',. 
Supposons d'abord cette surface réduite à un point (fig. 20) et soit Zq la 
surface de section du cône caractéristique C de sommet par la raultipli- 



f't 
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cilé ( = t^. Si la surface 1^ est fermée comme nous radmetlons(*), il 
suffira, pour déterminer le mouvement en à l'instant t\ de connaître, à 
l'instant 1^, le mouvement, non de tous les points de l'espace, mais seule- 
ment de ceux qui sont à V intérieur . , 
de X^ : nous savons, en effet, que si, \ 
pour t = /j, deux mouvements coTn- \ / 
cîdent à rinlérieur de ^^ (tout en /./' /^ ^q 

pouvant être distincts en dehors de /- /V ^' 

cette surface), ils coïncideront ensuite / \ ç; 

dans loule la région intérieure à la / \ 

multiplicité caractéristique menée 
par \^ multiplicité qui n'est autre 

que C. „. ^^ 

Fiir. 20 
Si maintenant S'^ est une surface 

fermée quelconque et non plus un point, ce que nous venons de dire 

s'applique évidemment en remplaçant Tintérieur de I^ par le domaine 

que remplissent les diverses surfaces S^ correspondant aux différents points 

situés sur S'^ ou intérieurs à S'q. 

307. — Lorsque les coefficients a,j, a,,, ... (n* 278) des dérivées de 
l'ordre le plus élevé sont des constantes, de sorte que l'équation des carac- 
téristiques ne contient pas explicitement les variables elles-mêmes, les 
cônes caractéristiques correspondant aux différents points de l'espace, sont 
égaux entre eux. 

De plus, le conoïde caractéristique se réduit au cône caractéristique. 
L'équation des caractéristiques est, en effet, vérifiée lorsqu'on donne aux 
quantités que nous avons désignées par les lettres P| et qui sont 

Ja Jf. Jf 

ici -T-* -T^» -r j des valeurs constantes, ce qui donne pour t une fonction 

linéaire de a, ft, c. Les bicaractcristiques correspondantes sont évidemment 
des droites ('), qui ne sont autres que les génératrices du cône F. 



(4 Si le conoïde caractéristique se compose de plusieurs nappes, de sorte que lo 
se compose de plusieurs nappes fermées, il faut, ici, considérer la plus extérieure 
de ces nappes, de sorte que C soit la nappe inclinée vers Vintérieur de la caracté- 
ristique passant par Sq- 

(2) Il est h peine nécessaire de rappeler qu'en géométrie à n dimension?, on ap- 
pelle droite, une multiplicité à une dimension le long de laquelle les n coordonntVs 
sont des fonctions linéaires les unes des autres. 



H. 
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port au point 0, à la surfaco des ondes et la bicaractérisli jue 00', laquelle 
sera alors une ligne droite, aura bien la direction du rayon, telle que nous 
Tavons indiquée il y a un instant. 

Ce que nous venons de dire subsiste d^ailleurs lorsque les coefficients ne 
sont plus constants; il faut seulement prendre pour t' un instant infini- 
ment voisin de t^. L'identité des bicaracléristiques et des rayons est donc 
établie. 

•IlO. — Les considérations précédentes ne permettent pas^ sous leur 
forme actuelle, de rendre compte de toutes les propriétés physiques des 
rayons (*). Elles montrent cependant, d'ores et déjà, ces lignes comme 
jouant un rôle^essehtiel dans la propagation du mouvement. C'est ce que 
met encore en évidence la proposition suivante. 

Soient donnés un premier mouvement satisfaisant aux équations, et une 
onde §0 [fig, 19), se propageant dans ce mouvement : onde que nous con- 
sidérerons encore comme déterminée par sa position S^ à un certain ins- 
tant tf^. Soit t' rinstant ultérieur où cette onde atteint un point déter- 
miné 0'. Le nouveau mouvement en ce point dépendra exclusivement du 
nouveau mouvement qu'a pris, à Vinstant t^, le poi7it {fig, 19) situé sur 
la même hicaractéristique que 0'. 

C'est ce qui résulte, en effet, des calculs faits aux n°* 293 et suivants. 
Ces derniers montrent que, connaissant la multiplicité Sq et les éléments 
de la discontinuité au seul point 0, ces mêmes éléments seront déterminés 
en tous les points de la bicaracléristique issue de 0. 

Siy en particulier, la discontinuité n'existe à l'instant ^^ que sur une 
petite portion de la surface d'onde, elle n'existera, à Tinstant t\ que sur 
une petite portion de la surface S'^, à savoir, celle qui est délimitée par les 
mêmes bicaractéristiques que la première. 

31 !• — Les résultats que nous venons d'annoncer subsistent dans l'un 
et l'autre des deux cas traités précédemment, savoir que le déterminant ait 
ou non un mineur différent de 0. Mais, il ne faut pas l'oublier, nous avons 
supposé, dans le second cas, que la caractéristique considérée partageait 
avec toutes les caractéristiques infiniment voisines, la propriété d'annuler 
tous les mineurs de il. Nos raisonnements seraient en défaut si les carac- 
téristiques qui possèdent cette propriété étaient particulières, c'est-à-dire si, 



(1) Voir, plus loin, qo' SSO-SSl. 
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en UQ point quelconque, les génératrices du cùne r correspcadant à ces 
caraclérisliques dépendaient. de moins, de paramètres que les autres. Dans 
ce cas, rien ne pemetlraît plus d'affirmer l'existence des bicaraclérisliques. 
Dételles caractéristiques singulières mériteraient sans doute d'être étudiées 
au point de vue analytique ; elles sont bien connues en optique : c'est à 
elles que correspond le phénomène de la r^/ivzcft07i cont^t^. Contrairement 
à ce qui a lieu, en général, pour les caractéristiques multiples (^), elles ne 
donnent pas lieu à des singularités des solutions (Voir plus loin, n^ 32T). 

312« — La construction indiquée au n^ 304, permet encore de déter- 
miner l'onde dans des circonstances un peu plus compliquées que celles 
dans lesquelles nous nous étions placés en cet endroit. ^ 

Considérons, par exemple, la rencontre de deux. ondes, c'est-à-dire le 
cas où deux surfaces de discontinuité S, S' primitivement tout à fait séparées 
Tune de l'autre et se propageant dans un milieu gazeux que nous suppo- 
serons, pour simplifier, indéfini viennent à se couper. Celte intersection 
aura lieu suivant une courbe l évidemment variable avec /. En employant 
encore le langage de la géométrie à quatre dimensions et représentant les 
^-'/ surfaces d'onde par leurs po- 

,(/ y^^ ,-'/ . sîlions So, S'^,, sur Tétat ini- 



>"' 



/^: 



s;: 




Fig. 21 



tial, on peut dire que les 
multiplicités g^, §'^ engen- 
drées par les surfaces S^, S'^ 
lorsque t varie, se coupent 
suivant une multiplicité 
deux fois étendue A, dont 
les sections par t = const. 
sont les positions successives 
de la courbe L II est aisé de 
se représenter, comme nous 
Tavons fait précédemment, 
le phénomène analogue dans 
le cas où il n'y a que deux 
coordonnées ooy y et où les 
multiplicités Sq, S'o sont des 
surfaces tracées dans un 



espace à trois dimensions (fig, 21). A serait alors une courbe tracée dans 
cet espace. 

(1) Voir, par exemple, la note de la page 306}. 
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Pendant le temps où S^, S\ seront sécantes et suivant les positions suc- 
cessives de la courbe l, naîtront évidemment deux nouvelles ondes, les- 
quelles ne seront en quelque sorte que la continuation des deux premières. 
11 est clair que les nouvelles multiplicités caractéristiques So, S? (fiç- 21) 
qui représenteront la marche de ces ondes seront déterminées par la con- 
dition de contenir la multiplicité A et qu'elles s'obtiendront, par consé- 
quenty comme enveloppes des conoïdes caractéristiques ayant pour sommets 
les différents pointsde A, absolument comme nous l'avions expliqué lorsque 
A correspondait h t = const. et se réduisait à une surface S^. 

Des considérations toutes semblables s'appliquent à la rencontre d'une 
onde avec une paroi fixe ou mobile. Celle dernière, par l'ensemble do ses 
positions )>our les dilTérenles valeurs de ty formera une hypersurface, 
laquelle coupera l'onde suivant uun multiplicité A de même nature 
que celle que nous avons tout à l'heure désignée par cette notation. 
11 restera à faire passer par A une seconde caractéristique (onde réfléchie), 
ce qui se fera par la môme construction que précédemment. 

Dans ce cas comme dans le précédent, la multiplicité A est, par la ma- 
nière même dont elle est obtenue, extérieure au cône caractéristique ayant 
pour sommet l'un quelconque de ses points, de sorte que (comparer 
n^ 305), les nouvelles ondes obtenues seront réelles. 

313* — Le cas de la réfraction correspond, analytiquemcnt parlant, h 
celui où l'espace E^ serait divisé on deux régions où les équations du pro- 
blème auraient des formes diiîérenles. Une onde se propageant dans Tune 
de ces deux régions rencontrerait alors leur frontière commune suivant 
une multiplicité A, par laquelle il resterait à luire passer une caractéris- 
tique des équations relatives à la seconde région. Ici, toutefois, cotte 
nouvelle caractéristique (onde réfractée) peut ùlre imaginaire même lorsque 
la première est réelle. 

Il est clair que la construction d'IIuyghens n'est qu'une application de 
cette manière d'opérer. 

3|..|. — Enfin, il arrive souvent qu'une onde se rencontre elle-même : 
autrement dit, qu'une surface d'onde primitivement dépourvue de singu- 
larités acquière, au cours de sa |)ropcigation, des lignes doubles (*). Cette 



(i) C'est a'm«i que \on roiirbes iiaralli''l(;s à une courbe (', ont, en jj/'n<''ral, des 
])oints doubles rnit'-rn*? si C en est (b'ponrvun), lorsque la di«!tanoe deviiMit suflisainment 
grande t-t est reportée vers la conca\it«'' de <1. 



296 CHAPITRE VII 

circonstance ne doit pas, bien enlendu, èlre confondue avec le phénomène 
de Riemann el Hugoniot, étudié au chapilre IV : elle ne Irouble pas, en 
général, la régularité du mouvement. 



S 2. — THÉORÈMES D'EXISTENCE 



31«>. — Nous avons, dans ce qui précède^ constaté que, sur une carac- 
téristique, le calcul des dérivées de chaque ordre conduit à une indétermi- 
nation. Il ne résulte pas de là, qu'il existe une inûnité d'intégrales résol- 
vant le problème de Cauchy donné, ni même qu'il en existe une seule. 

Pour le cas d'une équation du second ordre analytique à deux variables 
indépendantes, ce fait a été établi par M. Goursat (*), comme conséquence 
du théorème suivant : 

Etant données une équation aux dérivées partielles analytique à deux 
variables indépendantes, et, d'autre part^ deux lignes concourantes 
analytiques dont chacune soit tangente à Vune des caractéristiques issîies 
de leur point de concours, P équation admet une intégrale analytique (et 
une seule) prenant respectivement sur les deux courbes données des 
valeurs analytiques données. 

De ce théorème résulte aisément l'existence d'une inGnité d'intégrales 
analytiques résolvant le problème de Cauchy pour une caractéristique. 

•il6. — Le théorème de M. Goursat a été généralisé par Beudon, loc. 
cit,, à l'équation à un nombre quelconque de variables traitée aux 
n»* «78 et suiv. 

Nous allons démontrer le résultat de Beudon en adoptant des hypothèses 
lin peu plus générales. Déjà, en efîet, dans le cas de deux variables, il 
n'est pas nécessaire que les deux lignes le long desquelles z est donné 
soient des caractéristiques. Il suffit, comme Tont montré M. Picard (^) 
pour les équations linéaires analytiques ou non, puis M. Goursat (') en 
supposant les équations analytiques, mais non nécessairement linéaires, que 
cette propriété appartienne à une seule des lignes en question. C'est un 



(•) Leçons sur les équations aux dérivées partielles ou secend ordre^ tome I 
p. 184-193. 
(') in Dauboux, Leçons sur la Théorie générale des surfaces^ tome IV, note 1. 
[^) Equations aux dérivées partielles du seoondordre^ tome II, pages 303-308. 
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problème de celte espèce qui s*esl présenlc au ii*" 180 dans Télude du 

tnouvemeDl rectiiigne d*un gaz. 

i\ous étendrons d'une manière analogue le théorème de Beudon, en 
considérant deux multiplicités an — 1 dimensions non tangentes entre 
elles et dont la première sera, en un point que nous prendrons pour ori- 
gîne des coordonnées, tangente à une caractéristique. Cette propriété sub- 
sistera d'ailleurs (comparer n^ 162), après un changement de variables 
indépendantes, moyennant lequel nous pourrons supposer que nos deux 
hypersurfaces aient pour équations a;,, = 0, a?n- 1 = 0. 

Sur chacune d'elles, nous supposerons donnée la série des valeurs de z, 
soit 

(41^ ^ '8^ = *K^ii^i, .-.fa^n-i) pourj:n = 

C ^ = x(a?,, a?j, ..., a?„_5, x,,) pour Xn^i = 0. 

Bien entendu, ces valeurs devront coïncider sur la multiplicité (an— 2 
dimensions) commune aux deux premières : nous pourrons écrire 

(42) 4^(x,,a;,,...,a?„_,, 0) = x(x,,j;j, a?,,, j, 0) = bj (j:,,./-,, ...,.r„_3). 

L*équation aux dérivées partielles étant 

la condition que Xn=^0 soit tangent à une caractéristique s'exprimera 
(n® 288), par la condition 

Par contre, nous supposerons l'équation résoluble par rapport à /^nu-i. 

La condition — = 0, revient à admettre que la mullipliciléM,).., définie 

par les équations Xn = Am-, = 0, n'est pas tangente à une bicaracléris- 
tique. Si le cas contraire se produisait, les valeurs données '^, / devraient 
vérifier une nouvelle condition de possibilité. Nous avons vu, en elTel, que 
la dérivée de pn suivant une bicaraclérislique peut se calculer en fonction 
des ^, Xi, pi : il Faudrait que la valeur ainsi obltMiue à Torigine fût égale à 
celle que Ton connaît direclenient puisque 7;,, est donné (à savoir, égal 

à --^--1 sur la multii)licilé M,,_.,. On aurait de inrme une autre condilion 

de possibilité en considérant la dérivée de /),,«, et ainsi de suite pour chaque 
ordre de dérivation. 
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317. — Soit donc Téqualion du second ordre^ résolue par rapport 

a P/i n - 1 • 

(48) P;»n-i = F(a7,. a:,, ... a?n, ^-.pj ..M^niPni --nPnn) 

et supposons que la fonction F soit analytique et holomorphe par rapport 
aux variables dont elle dépend ('), dans un domaine comprenant les valeurs 

que ces variables prennent à l'origine, la quantité - — étant nulle en ce 
dernier point. 

Nous allons démontrer que si les fondions "^ et ^ ^oni également ana- 
lytiques et holomorphes autour de Vmngine^ le problème posé admettra 
une solution holomorphe^ et une seule. 

Nous pourrons, quand nous le voudrons, simplifier la question en rame- 
nant 4' et X à être nuls. 11 suffira, à cet effet, d'introduire, au lieu de jar, la 
nouvelle inconnue 

z' =z z — ^ — X -+- '^ 

(tïj (a?, , o;^, ..,, a?„_,) étant définie par Téqualion (42)). Nous pourrons 
également, en retranchant de z le terme axn Xn~ u oxi a est une constante 
convenable (ce qui diminue pnn^i de^ cette constante) nous arranger pour 
que F soit nul à l'origine. Dans ces conditions, la fonction F sera repré- 
sentée par un développement convergent ordonné suivant les puissances 
de z, des q\, des/), et des pik à l'exception de Pnn- ii développement qui 
manquera de terme constant et de terme en pnn seul. 

318. — Que cette transformation ait été effectuée ou non, les données 
du problème font connaître les valeurs à l'origine de toutes les dérivées 
de z. 

Tout d'abord, lorsqu'il u'y a pas, à la fois au moins une différenciation 
par rapport h Xny et au moins une différenciation par rapport à a;», i, ces 
valeurs résultent de la différenciation des équations de condition (41) : 
elles sont nulles si Ion prend •} = ^^ = 0. 



(') Le théorème que nous avons en vue a été, comme nous Tavons dit, établi par 
M. Picard, indépendamment de l'hypothèse d'analyticité, pour le cas de deux varia- 
bles. Dans le cas où n est plus grand que 2, Textension aux données non ana^yti- 
ques — ou plutôt, la question de savoir comment cette extension est possible — 
Présente des difficultés nouvelles, qui n*ont pas été surmontées jusqu'à présent. 
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Convenons d'autre pari, de dîro qu*une dérivée partiel le de z est anté- 
rieure h une autre : 

i* Si elle est d'un ordre total moindre ; 

2* Si, étant du même ordre, elle comprend moins de dérivations par rap • 
port à Wn ; 

3^ Si, étant du même ordre et comprenant autant de dérivations par 
rapport à xi^ elle comprend moins de dérivations par rapport k ccn — i. 

Soit maintenant pnn—ajk"»' (où les indices i,J, k,., ont des valeurs 
tout à fait quelconques entre 1 et n) une dérivée dans laquelle on a diiïé< 
rencié à la fois par rapport kxneih Xn i- Nous calculerons la valeur de 

cette quantité en appliquant l'opération ^— aux deux membres 

de réquation (48). Toutes les dérivées qui figureront au second membre 

seront évidemment antérieures à celle que nous cherchons, à la seule 

exception de pnnijk Mais celte dernière s'éliminera à l'origine : car 

ôF 
elle a pour coefficient — , quantité dont la valeur initiale est nulle. 

Le second membre de l'équation obtenue ne comprendra dès lors que 
des quantités déjà connues si nous avons pris soin, ce qui est évidemment 
possible, de ne jamais passer au calcul d'une dérivée sans avoir effectué 
celui des dérivées antérieures. 

Cette première conclusion est donc démontrée. 11 suit de là que si le 
problème admet une solution holomorph(% celte solution est unique. 

De plus, nous remarquerons : 

i^ Que toutes les équations résultant do la différenciation de (43) sont 
ainsi utilisées, de sorte que toutes ces équations sont vérifiées h l'origine 
par le système des valeurs des pijt... ainsi calculé; 

2^ Une ce calcul ne comporte que des additions et des multiplica- 
tions. 

£n vertu de cette dernière remarque, nous pourrons appliquer la mé- 
thode des fonctions majorantes. Nous remplacerons les développements 
donnés de F, ^, ^ P^^ d'autres respectivement majorants des premiers ; et, 
si le problème ainsi modifié a une solution holomorphe, nous pourrons en 

conclure que les valeurs des pijk correspondant au problème donné 

fournissent, elles aussi, un développement de Taylor convergent (lequel 
satisfera nécessairement à l'équation proposée, d'après la première des deux 
remarques qui viennent d'êlre faites). 

En ce qui concerne les fonctions 4^ et / données, nous pouvons les sup- 
poser nulles, comme il a été expliqué tout à l'heure. Dans ces conditions, 
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chacune d'elles admettra pour majorante toute ronction représentée par un 
dùveloppement à coefficients tous positifs. 

Quant à la fonction F, puisqu'elle manque de terme constant et de 
terme en pnny elle admettra, d'après une remarque bien connue, une majo- 
rante de la forme 

M 

n 

X, -+- a?,. ... -h a7„ -+- ;ff -H 2 ^» "^ 2 P* 
i 



1 = 1 



R 



-m(i-^^"). 



la somme S' se rapportant à toutes les dérivées secondes à l'exception 

de Pnn-l. 

Heudon, admettant que x„.^ = était une caractéristique, supprimait 
encore, dans cette expression le terme en p„-i „.i seul. En raison de la 
présence de ce terme, nous devrons, ici, employer Tartifice indiqué par 
M. Goursat, et qui consiste à remarquer que la fonction F est a fortioi^i 

majorée si nous remplaçons, au dénominateur^ Xn par ^«oùXdésigne un 

nombre positif quelconque plus petit que 1. Nous sommes ainsi conduits à 
l'équation 



Pnn-i 



(44){ M R 



^-_H-+V/'*-+-2'i 



X, -+- ... X„_, -i--^-i-:-h2uPi~^Zj P* 



-»('-^') 



et le théorème sera démontré si nous obtenons, pour cette équation, une 
solution nulle à Torigine ainsi que ses dérivées premières et secondes, et 
se réduisant, tant pour a*„ = que pour x^-\ = 0, à des fonctions dont 
les développements soient à coefficients tous positifs. 

Nous chercherons une telle solution en prenant z fonction des deux 
variables 

(45) X = j, -^ a:, -h ... -f- Xn^ ,» ^ = Xx,«, 4- x^ : 
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Téquation (44) deviendra 



H 



,_^X + ^ + . + (n-2);4 + (I+X)^4-HC ^^1 
OÙ C est le coefficient numérique C = ^ "^ \} — ^^^. 



Le second membre comprend un terme en ^-r^, le terme ^ ^*x^' Nous 

déterminerons X de manière que ce terme ait un coefficient plus petit que 
celui du premier membre, soit 

(46) X<g. 

Nous pourrons alors faire passer le terme en ~ ^" second membre dans 
le premier et Téqualion obtenue sera de la forme 

(47) ^ (^1 --îf j ?r- -^*(^' ^' -"' ^' ,r ôX^' ôXiY' cvr^j 

où F, est holomorphe par rapport aux variables dont il dépend autour des 
valeurs nulles de ces variables, son développement étant à coefficients tous 

positifs et manquant de terme en -^ seul. 

Le théorème de Cauchy-Kowalewsky nous apprend que cette équation 
admet une intégrale holomorphe nulle, ainsi que sa dérivée par rapport à Y, 
pour Y = 0. Si Ton substitue pour X et Y leurs valeurs (45), on aura une 
solution holomorphe de Téquation (44). Celte solution çl, par conséquent, 
les fonclionsauxquellesellese réduit pour a?„ = 0, a?„_, = ont d'ailleurs 
comme le montre le calcul même qui les donne à l'aide de Téquation (47) (*), 



(*) Pour effectuer ce calcul, lil est inutile de résoudre l'équation (47) par 
rapport a ^^, grice à cette circonstance que, au second membre, le coefficient de 
-yi est nul à l'origine. 



302 CHAPITRE VII 

(]o$ déveioppemenls à coefûcients tous positifs, leurs valeurs iDÎtiales ainsi 
que colles de leurs dérivées premières et secondes étant nulles. 
Donc, le théorème est démontré. 

;il9. — De la proposition précédente, on déduit aisément celle que nous 
avions en vue, à savoir Texistence d'une infinité de aolotions holomorphes 
pour le problème de Cauchj dans le cas d*une caractéristique. 

Supposons encore que la multiplicité caracléristique ait pour équation 
x^ =:: 0. Nous |»ourrons; en outre, supposer que les valeurs données de x 
sur cette multiplicité soient nulles, ainsi que cellas de p. et celles qu'on en 

déduit pourpH«- il est clair, en effet, qu'on ramènera le cas contraire è 

celui-là par un changement d'inconnue de la forme 

(48 j = -' -^ A H- Rr, -H Cr;, 

A, B. C étant des fonctions de x^^ x,, ..., x..,). Dans ces conditions^., 
l'équation ^43) devra être vérifiée, quels que soient x,, t,, ..., x.., pou^^ 

-, et j nuU avec les p, et les p^. 

Mais, de plus, la multiplicité donnée doit être une caractéristique, et no i i 
plus seulement tangente à une caractéristique à l'origine, c'est-à-dire qu'oi — i 

doit avoir, dans les mêmes conditions, d'une part -^ — = 0, d'autre par 1 

IVquaiion 16^* n* «88>. laquelle se réduit ici à ^ = 0. 

Oci revient à dire que tout terme d« développemeiit de F renferme 
fjoteur Tune au moins d^ quantités 

• j. p, I = t, 2 ii> 

p^ .1,1: = I, 2 *•— t) 

P^ * =i.2 ,ii-2\ 

Xi» .:", Pt%* P'^' 

[K>anon>-nott> alor> arbîtrair»nieatle$ fonctions holomorphes o,, o^, .... 

de -, :.,_ . e; con5iJèr>ns la solution holomorphe de Tcqualion 

43 q-T. pour x» == « réduit à et. pour x, _i = 0. à 

49 =:^;— a.x;-^.... 

socuti^ r. lijkQt IVxisiJiKiF vient dVtn^ f^iAl>lfe?. 11 est akê de coairfilcr que, 

%}-f".!<?s q::^ s. ifn: ît*s f:n:*;on> =.. =. , *:ifi.te scJutioa répond à notre 

f^r, "... : T i- .^.iu.-.iy. /-^i-A-d.re ;-^, v>..;/>* s*> valeurs^, celles de sa déri- 
vr : , .: i: x. i. -i.Tr r, , sol:: cuI.rt^ ivev" \ li ïuHIt à cet effet puis- 
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qu'il s'agît de fonctions holomorphes) de s'assurer que, pour cette intégrale z^ 
toutes les dérivées contenant une ou deux dérivations par rapport à a*„ sont 
nulles à Torigine. Or c est ce que Ton vérifie sans difficulté en reprenant, 
dans les hypothèses actuelles, les calculs du n*^ précédent par lesquels on 
obtient ces dérivées. 
Le théorème est donc démontré. 

319^"« — L'expression (49) représente la valeur la plus générale que 
puisse prendre, sur la multiplicité o^n-i = 0, une fonction holomorphe z 
qui soit nulle, ainsi que ses deux premières dérivées par rapport à Xn^ 
pour Xn = 0. 

Repassons maintenant des calculs tels que nous venons de les faire à ceux 
qui leur correspondent lorsqu'on n'effectue pas la transformation (48). 
Alors les valeurs, pour Xn = 0, de ;2: et de ses dérivées des deux premiers 
ordies ne sont plus nulles, mais elles devront encore vérifier : l' l'équation 

(43) ; 2° la condition - — qui exprime que Xn = est une caractéristique ; 

3® la condition (16^''), nécessaire pour l'existence des dérivées troisièmes. Et 
inversement, ces conditions sont les seules que nous ayons postulées dans 
le raisonnement du n*^ précédent. 

Celui-ci montre^ par conséquent, qu'une distribution {sur la multipli- 
cité Xn = 0) des valeurs de p„, pnn satisfaisant aux tî'ois conditions 
en question {où Von donne à z les valeurs ^(x^^ a?„ ...,^n«.i))» ^«^'^5 celle 
même qui coi^*espond à la solution du problème traité aux n^* ^XQ- 
318, si elle coïncide^ en tout point de Fintei^section des deux multi- 
plicités Xn = 0, a?„_, = 0, avec celle qu^on déduit de la deuxième co7i- 
dition (41). 

Lorsque l'équation est linéaire par rapport aux put^ on peut énoncer la 
méf ne propriété pour une distribution de valeurs de pn qui satisfait ait 
même système de conditions à Vexception de (16^*"), celle-ci étant rem- 
placée par Véquation (13) (n® 282). Car, en déterminant pnn par l'équa- 
tion (16) jointe à la condition de coïncider, sur l'intersection des deux 

multiplicités, avec les valeurs correspondantes de - - , on est ramené à 

l'énoncé précédent. 

320* — La proposition élablie au n" 318 n*est pas seulement utile à 
la démonstration du théorème du n® 310. Klle est, en elle même, suscep- 
tible d'applications dynamiques. Le problème qu'elle résout est, en parti- 
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culîer, celui auquel on est conduit en étudiant, comme aa ii*3I*fle 

phénomène de la rencontre de« ondes. 

Avant c^tte renc^jnlre, le fluide est divisé en trois régions animées de 
mouvements distincts : nous désignerons par l'indice 1 celui que prop.ij?e 
l'ùud».' S , I»af f indice 2 celui que propage Tonde S ». ï" l'indice 3 le ninu- 
ve:iieiit intermédiaire. 

Supposons : 

t* que ce* mouvements soient tous trois dépourvus de rotation ; 

2* qu'il* soient analytiques ainsi que les multiplicilés St- Si- '^ ^^ *^^* 
alors de même pour la multiplicité A et aussi pour les ondes S/* S« C|u> 
prennent naissance, ainsi que nous l'avons vu, à la rencontre des premières 
et >e pr-jf-a^enl respectivement, à partir de A. dans îes mouvements tel 2. 

0.-Ia pjsé. nous allons montrer lexiftence d'un quatrième mouvement 
analytique, salisfdisant aux «l^juaiijns de l'hydrodynamique et se raccor- 
dant avec I et 2 suivant les caractéristiques S/, S/. C'est précisément par 
ces conditions qu'est détermina le nouvt-au mouvement intermédiaire qui 
prend naissance entre les deux ondes correspondantes. 

H S'ifura de calculer le potentiel des viiesses ♦ du mouvement cherché : 

*P devra d'abord véntier l'équation 23 ). 

Ddulre pari, toutes se^ dérivées premières devront être, sur S/ ^1 S* 1^=^ 
ui»>mes que celles qui corresfiondent aux mouvements I et 2 respective 
ri-enl. puisque lies diMroDtinuilés étant supposées du second ordre aa^-M 
moins vitesses et pressions restent continues. 

•.»r nous savons qu'il existe une fonction holomorphe ♦ qui vériûe féqua.— 
lion 23;el prend, sur S/ les mi-mes valeurs que le potentiel des viiesses 
du mouvement 1 ; sur S " les mêmes valeurs que le potentiel des vitesses 
du mouvement 2. 

Le potentiel des vitesses du nouveau mouvement intermédiaire étant 
ainsi ch«isi, il y aura ^.ontiuuiU* (au pissa^ de S/ et de So' t non seule- 
Ui. :.t des vdleurs dt te p.>tentiL-l. u.aîs aussi de celles de ses dérivées, 
cumme Us condiiions de uutne probUme l'exi^rent. 

En eil^ t. les dériver s en question, déduites du mouvement l, forment 
sjr li iiiul'.iplicilé >» ' une disTÎbutÎMn card^lèristique. G)mme, d'autre 
part, l'é^^uation 23 ; e>t iiiîéjir i»ar rapport aux dérivées secondes, la 
c u iiiuité annun>.ée aura lieu da:;? i.'Ut^ réî?ndue de S*' en vertu du 
ir 319^ * si eile existe en tous les pi:>iuts de A. 

Or. en ces points, elle résulte de ce «jue les dérivées de ♦ peuvent se cal- 
• uler à l'aide des valeurs de telle fonction sur ^ p.iur le mouvement l, 
e'. siir ^ |K)iir le mouvement cber^hn, valeurs que Ton peut considérer 
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commes données par les mouvements 3 et 2 respi ;tîvement ; et que d'autre 
part, il y a, nous le supposons, continuité des dérivées premières entre les 
trois mouvements primitifs. (Comparer la note de la page 174). 

Le mouvement déduit du potentiel des vitesses calculé comme nous 
venons de le dire satisfera donc bien à toutes les conditions du problème. 

32 !• — Nous nous proposerons, maintenant, de généraliser la propo- 
sition des n*' 316-318 aux systèmes à plusieurs inconnues. Soit donc 
un tel système aux inconnues $>t^,C. Considérons encore deux multiplicités 
sécantes dont nous pourrons toujours prendre les équations sous la forme 
^H = 0, Xn~^i = 0, la première étant tangente à une caractéristique, qui 
ne soit pas multiple (n° 284) la seconde quelconque sous la seule condi- 
tion que leur intersection ne soit pas tangente à une bicaractéristique. 

Nous supposons que le système donné est analytique et régulier et reste 
tel après le changement de variables que nous avons opéré pour donner 
aux équations de nos deux multiplicités la forme précédente. Dans ces 
conditions, si nous cherchons des valeurs de ^, t,, s qui s'annulent à Tori- 
gine ainsi que leurs dérivées premières et secondes, nous devrons admettre 
que les premiers membres des équations sont développables suivant les 
puissances croissantes de jTj, x^y ..., jr„, ï, t), C, p„ </», niPon qikj ^ut. De 
plus, si les termes enpnn, qnnt ^nn de ces développements sont 



(50) 



et si Ton tient compte de ce qui a été dit au n^ 301, les coefGcients 
A, B, C, A', B', C'y A'', B", C ne seront autres que les valeurs initiales des 
quantités que nous avons désignées sous ce nom au n° 201 . Le détermi- 
nant H, égal, à l'origine, à 

ABC 
A' B' C 
A' B" C 

devra être nul, puisque Xn = est tangente à une caractéristique : autre- 
ment dit, nous pourrons former une combinaison linéaire de nos trois 
équations telle que les termes de la forme (50) y disparaissent entière- 
ment : combinaison qui pourra remplacer Tune des équations données, la 
troisième par exemple. 

IUdamaro 20 



\pn H 


-+- 


^qnn 


4- 


Cr/in» 


k'pnn 


-f- 


B'f/nn 


4- 


C'r„n. 


A'Pnn 


-H 


B'qnn 


-+- 


C'rnn, 



'H 
î — r = (' Les dérivées 7p « f^ 



X 3 
. J 



^ Um i'ir. rn daos la troisième 

t> ^ru. iks> uus SLjf. puisque notre carac- 

— -• ••-j.À i = ». — I est différent de 
II- e^ j: :i.ut;niii:i-i** B'est pas tangente à 



•-^hi'i!!^ '.ttrtT un changemeol 
_?*- ^>rîi. 3»nniia:«K par les quantités 

- 3 - : : 



: •:■ a> I. iiMn«/i-Tiii*s quelconques se 
3 : 
<-n i:ii* uiiii'iifiL q-aelconque 



. . - . » ^. . . : 1 .- .il i.— ïri..: «nient de nature 

/ - ' 



' » 



— r.. 



.v.. M ; \ «.:.; _.. ., _-_-_.,; -.^ . j-^::i^ ^L. **; iapossible si l'on 
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telle que Ton ait à Torigine, 
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(54) 






ABC 

A' B' a 

êv| Sj ùC 



^0. 



Comme on a 



(65) 



Al-.*', 



ôa?" 



ùo?; 



;ï = A'pnn 4- B'qn'n "+- CV,i n, 






5^/ 






î'nn 



^ 
^ 



^nr 



Tégalité (54) exprime que la troisième des dérivées (55) ne s'exprime pas 
à l'aide des deux premières el, par conséquent, que les équations données 
n*en fournissent pas l'expression à l'aide de dérivées contenant moins de 
deux différenliations par rapport à ar». 

323. — Supposons ce changement d'inconnues déjà effectué. Alors les 

coefficients A, B', seront égaux à un, pendant que B, A', C, G seront nuis : 

par conséquent, le déterminant fonctionnel des premiers membres de nos 

ftH 
équations par rapport à pnn, qnn, nm-j sera initialement égal à -n — , 

c'est-à-dire différent de zéro. On pourra donc résoudre ces équations par 
rapport à pnm qnnt Vnn^ 1 et les écrire sous la forme 

IPnn = F {Xi, S, TT), Ç, Pi, qi, ru piky qik, r,*) 
g„n = * (a?,, 5, Tî, î, pu qu rupiky qikt m) 
^nn-i = ^(^i, 5, Ti, Î;, pi, qi, n.pik, qik, rik) 

où les seconds membres ne contiennent pas pnnt qnnt rnn^i, et où l'on a, 
à l'origine, 

^F ^ — _^ — 

ôr«ii ^Vun ^nn 



(57) 



Nous allons montrer que, pour déterminer une solution d'un tel sytème, 
ou peut se donner : 

1^ Pour les inconnues ^ et ?), les conditions de Cauchy, à savoir, les 
valeurs de ces quantités et de leurs dérivées premières pour Xn = ; 

2° Pour l'inconnue Ç, au contraire, les conditions analogues à celles du 
n° 316, à savoir, les valeurs de cette inconnue elle-même sur a?„ = et 
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sur .r„_t = (valeurs qui devront concorder, bien entendu, lorsque jTr et 
.r„_i seront nuls à la fois). 

Ces différentes données seront encore supposées analytiques. 

Elles nous feront évidemment connaître à Torigine, parmi les dérivées 
de K, toutes celles où il n'y a pas différenciation à la fois par rapport 
à Xn et par rapport à Xn^t et, parmi les dérivées de ^^ i), toutes celles où il 
y aura^ au plus, une différenciation par rapport à Xn- 

Pour calculer les dérivées restantes, nous les classerons encore par ordre 
d'antériorité. La définition adoptée pour les dérivées antérieures les un» 
aux autres sera la même que précédemment (n** 318) avec cette conven- 
tion additionnelle que, de deux dérivées du même ordre comprenant le 
même nombre de diiférentiations par rapport à Xn et par rapport àxn.p 
une dérivée de ^ ou de t^ sera considérée comme antérieure à une dérivée 
de;. 

Le calcul se fera alors sans difRcuIlé par une méthode toute semblableà 
celle du n^ 818. Il utilisera toutes les relations qui résultent de la dillé- 
rentiation des équations données. 

Pour démontrer la convergence des développements ainsi obtenus, on 

y- 
supposera encore que toutes les données initiales (valeurs de î, de T„de ^-^ 

et do —7 pour rr„ = 0, valeurs de î pour Xn = et pour ocn- 1 = 0) soient 

nulles : résultat qu'on peut toujours obtenir par un changement d'in- 
connues. 

Comme, ici encore, les opérations qui ont servi à obtenir les dérivées 
successives à l'origine se composent exclusivement d'additions et do miil- 
(iplications, nous pourrons remplacer les différentes données du problème 
par des majorantes. Aux données initiales nulles nous pourrons en subs- 
tituer d'autres représentées pur des développements à coefticients positifs 
choisis entièrement à notre volonté, ceux des termes constants ainsi que 
des termes du premier et du second ordre étant toutefois nuls. 

Quant à F, *l». ^1', leurs majorantes seront de la forme 

^ _ii - . 

(la somme désignée par le signe f se rapportant à toutes les dérivées 
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secondes à lexceplion de jOn,», qmu ^nn-j) ou, en remplaçant encore oct^ 



par -5^. 



M 



[ Si nous cherchons des solutions dépendant des deux quantités 

\ X == 07, -+- JTg 4- ... H- Tn . 2, Y = IXn - i + Xn, 



[ ces solutions seront déterminées par les équations 



c>»î _ ^\ _ . ^^Ç 



M 



X -I- y + { -+- Ti-H Ç -H (rt — 2) - — j^x 

lesquelles seront vérifiées (en posant encore C := ^^ ^ —) par 

FF — " V' ^ R ftYV 

_IH 

Or, dans cette derin*( re équation, si a satisfait à l'inégalité 

M^x + sxfj. 
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le terme en -y^ aura un coefficient moindre dans le second membre que 

dans le premier, où nous pourrons le faire entièrement passer. 

Dès lors, le raisonnement devient absolument identique à ce qu'il était 
dans le cas d'une seule équation et l'existence d'une solution holomorphe 
h coefficients positifs est établie. 

324. — On déduira de là l'existence d'une infinité de solutions pour 
le problème de Cauchy, lorsque la multiplicité â7n = est une 
caractéristique. Pour tenir compte de ce que cette circonstance a lieu en 
tous les points de la multiplicité en question et non plus à rorigine, il 
faudra exprimer qu'il existe en chacun d'eux une combinaison linéaire 
des trois équations données dans laquelle les dérivées par rapport k 
Pnnt qnrif Tnn s'élimincut. Si (les équations étant toujours à premiers mem- 
bres holomorphes), nous supposons pour fixer les idées le mineur ^ dif- 
férent de 0, cette combinaison linéaire pourra être substituée à la troisième 
équation donnée. 

Une transformation tout analogue sera alors faite sur les inconnues: 
dans les deux premières équations, les dérivées par rapport à pnN» qnntrnn, 
considérées en un point quelconque de notre multiplicité seront des fonc- 
tions holomorphes de Xj, a?j, ïVn-^i* En désignant par .<b, ^, C, .1', $', C' 
ces dérivées, nous pourrons prendre pour deux de nos nouvelles inconnues 
les combinaisons (53). 

Nous aurons ainsi réduit nos équations à la forme (56), les condi- 
tions (57) étant vérifiées, cette fois, en tout point de la multiplicité Xn=0. 
D'autre pari, nous pouvons adiiiellre, moyennant une triple transforma- 
lion analogue à (48), que les données initiales Ç, t„ ^. p„, q^^ r„, sur 
celte multiplilé soient nulles, ainsi que les valeurs qu'on en déduit pour 
Pu Ht qnn, rnw Ccs valcurs nulles devront donc vérifier les conditions (55), 

(57) et aussi la condition (32'), soit ici — = : autrement dit, chaque 
terme de F ou de 4> devra contenir en facteur une des quantités 

i î» ^h î I Pij qu Vi (i = t, 2, ..., n) 

(58) \ [i = 1, 2, ..., n ) ^,\ 
I Pihy qiky rtk ( /. _ I 9 _ 1 1 V"'»-* excepte) I; 



(59) ] ;r. 

r * nni 
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tu* ifii v, une des quantités (58) ou : 

nient de là que si l'on prend comme données initiales : 

= : ; égal à l'expression (49) (n" H 10), 
' «> Pntif gnny rnn seronl identiquement nulles avec.r„, quels 
-;^, .... On le prouvera, comme précédemment, en suivant 
II& ilil calcul par lequel nous avons obtenu les dérivées succès- 



i 



, — Il est clair qu'on peut tirer de là des conséquences toutes 

f^ k celles qui ont fait robjel du n*^ •I10>''\ Si nous nous plaçons, 

ïpliller, dans le cas où les équations sont linéaires par rapport aux 

^iêfandes, nous pouvons dire que lorsqu'une distribution de valeurs 

kr Ifi iriultiplicilé .r„ = (combinée avec une série donnée de va- 

I. ^* st Put 7n) rend cette mnltiplilè caracléristique, et satisfait 

iiifm (30) (n" 292) [condition d'e.risteuce des dérivées scco?îd('s) 

iMiriffUiion sera précisément celle t/unn obtiendra en résolvant le 

rtj! du n^ «123, si la coïncifience a lieu sur V intersectio7i des deux 

pCités .Va = 0, iVn _ , = 0. 

— Cumme le théorème du n*^' 3m-«ll8, celui que nous venons 

ntrer mtx n^* «12 1-323 est susceptible d'une interprétation hydro- 

y e simple. 

ùuÈ àvouB vu plus haut comment, étant donnés le mouvenuMit initial 

n gaz ci le mouvement de la paroi, on pouvait obtenir l'accélération 

uii».i]L^des points voisins de cette paroi. I^ nouveau mouvement ainsi 

réé ie propage, d'ailleurs, par une onde dont l'équation aux dérivées par- 

i*iâ^tS3; (ou, ce qui revient au même, l'équation (4) du n** 240), 

permet de trouver la position à chaque instant, une fois supposé connu le 

mouvement du fluide au delà de celte onde (lequel fournit la valeur de o). 

Supposons ce dernier mouvement analytique ainsi que le mouvement 

donné de la paroi. Il en sera alors de même pour le mouvement de la 

surface d'onde S. Le mouvement qui prendra naissance entre cette surface 

et la paroi devra être tel : 

1* qu'il y ait constamment contact entre le iluide et la paroi, c'est-à-dire 
que pour 



(e- 



•i„ {a, fj, r) = 



312 CHAPITRE Vil 

(équation de la surface dans l'état initial) on ail 

^'K y, -> = 0. 

S** qu'il y ait raccordement, le long de l'onde, entre le nouveau mouve* 
ment et le mouvement primitif. 

Prenons un nouveau système de variables indépendantes tel que œ^ et x^ 
s'annulent, l'une, pour ^^{a, b, c) = 0, l'autre, le long de l'onde. 

Opérons, d'autre part, un changement d'inconnues tel que la dernière 
d'entre elles soit remplacée par la fonction ^(o?, y, z, t). Donnons-nous 
alors : 

Pour a7g = 0, la condition que celle inconnue soit nulle ; 

Pour œ^ = 0, la condition que toutes les inconnues aient les mêmes 
valeurs que dans le mouvement primitif ainsi que les dérivées premières de 
deux d'entre elles, celles qui ne se réduisent pas à avec œ^. S'il en est 
ainsi, la coïncidence s'établira d'elle même pour les dérivées de la troisième 
inconnue d'après un raisonnement tout semblable à celui qui a été fait plus 
haut {n° 390), de sorte que la discontinuité sera bien du second ordre, la 
seule condition pour cela étant que cette coïncidence existe aux points qui 
satisfont à la fois kx^^=0 eik œ^ = 0, c'est-à-dire que la vitesse nor— 
maie de la paroi soit initialement égale à celle des molécules voisines du 
fluide. (Il suffira d'appliquer la proposition énoncée au n*^ 334^"). 

Le problème ainsi posé rentre dans la catégorie traitée au n** 323. IL 
reste seulement à s'assurer : 

1° que l'intersection des deux multiplicités (œ.^ = 0, t^ = 0) n'est pas 
tangente à une bicaractérislique. — Ceci est évident, puisque cette inter- 
section correspond à / = const., alors que t varie sur les rayons définis 
par les équations du n° !i296. 

2^ que, si A, B, C, A', B', C ont la signification indiquée au n^ 391, on 
a r inégalité (54). Ceci revient à dire qu'on ne peut pas former, avec les 
équations du problème, une combinaison faisant connaître la dérivée 
seconde de ^ par rapport à a:^ : ou, ce qui revient au même, l'expression 
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Mais, dans le cas contraire, la discontinuité compatible avec ces équa- 
tions serait forcément tangcnlielle et nous savons qu'il n'en est pas ainsi. 

Le problème d'analyse auquel nous avons été conduits est donc bien 
celui qui a été résolu tout à Theure. La solution ainsi obtenue satisfera 
d'ailleurs initialement au principe d'impénétrabilité (c'est-à-dire que a, 6, c 
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pourront être exprimés en fonction (le.v, t/, z, t) lorsque la vitesse normale 
de la paroi sera inférieure à la vitesse du son. 

326. — Par contre, le problème de la rencontre des ondes, traité au 
n^ tViO dans l*hypoihèse d*un potentiel de vitesse, n*est pas, en général, 
immédiatement résolu par des considérations semblables aux précédentes. 

Soient^ en effet, deux mouvements i et 2 (fig, 21) donnés, et soit à 
chercher un mouvement 4 se propageant dans les deux premiers suivant 
les ondes S/ et So''' [fiff- 21) qui se coupent suivant la multiplicité A. 

Nous pourrons, en vertu de ce qui précède, après avoir effectué un chan- 
gement d'inconnues convenable ayant pour effet de substituer à x, y, z de 
nouvelles inconnues ;, r„ Ci déterminer celles-ci par les équatioi s internes 
du mouvement et par les conditions suivantes : 
. lo sur Sq", X devron t prendre les mêmes valeurs que dans le mou vemen 1 1 ; 

2" sur la même multiplicité, les dérivées premières de £ et de r^ auront 
éigalement les valeurs qui résuKent du mouvement 1 ; 

3^ sur So'^, ^ prendra les mêmes valeurs que dans le mouvement 2. 

De ces conditions résultera, comme précédemment, la continuité des 
dérivées de Ç au passage de So''' 

Mais il resterait à établir la continuité de ^, r^ et de toutes les dérivées 
premières au passage de §/ ; et cette continuité ne résulte nullement de 3^ 
Elle entraîne, en effet, cinq conditions à vérifier en chaque point de So'" ^^ 
Tunique équation différentielle dont nous connaissions l'existence sur cette 
multiplicité (féquation 30) entraîne simplement cette conséquence que ces 
cinq conditions se réduisent à quatre. 

Si Ton développe par la formule de Taylor^ suivant les puissances crois- 
gantes de t ^ l^ (en désignant par t^ la valeur de t qui correspond au point 
considéré de A) les premiers membres de ces quatre conditions et que Ton 
^ale à les coefGcients successifs, on aura une série de conditions de com- 
patibilité de tous les ordres qui devront être vérifiées en chaque point de 
rencontre des deux ondes : faute de quoi les nouvelles discontinuités 
seraient nécessairement en nombre supérieur à deux. Si, par exemple, il 
s'agit du problème de rilydrodynamiquc, aux deux ondes §„' et Sq^ se 
joindrait une discontinuité stationnuire ayant lieu suivant la surface de 
rencontre, c*est-à-dire suivant la projection de \ sur un plan / = const. 

Seulement on doit tenir compte de ce fait que dans les conditions où 
nous nous sommes placés au n^' !)1^, les dibconlinuités qui existent entre 
les mouvements i et 2 ne sont pas quelconiiues. On suppose en eifet, 
qu'avant la production du phénomène qui nous occupe, il n*e.\Islait que 
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Notre intention n'est pas d'exposer eu détail ces solutions (^) : nous nous 
contenterons d'indiquer le principe commun sur lequel elles reposent, et 
qui n'est autre que la généralisation de la méthode de Riemann, telle que 
nous l'avons rappelée au n® 171. 

Il est tout d'abord aisé d'écrire dans le cas général, la formule qui corres- 
pond à la relation (35) du n° 171 pour l'équation à deux variables à 
caractéristiques réelles (ou à la formule analogue de la théorie du potentiel). 
Si 

(63) (f(z) = 2 «'^^'^ -+- 5 «*^' -^-12 = 

iik i 

est l'équation linéaire donnée, les am, les di et l étant les fonctions données 
de a?i, Xj ..., Xnf une série d'intégrations par parties évidentes permetln 



d'écrire 




(64) 




en posant 




(65) 


k k ' ^ 



t, k i 

L'équation (^(w) = sera encore dite V adjointe de la proposée. 

Il est, d'ailleurs clair que le résultat précédent n'est nullement particulier 
au cas d'une équation du second ordre et qu'on peut l'obtenir quelque soit 
Tordre de Téquation proposée. 

Il s*étend d'ailleurs tout aussi aisément à un système d*un nombre quel- 
conque p d'équations à un nombre égal d'inconnues, en introduisant, dans 
\q système adjoint, p nouvelles fonctions w,, u^, ... %ip par lesquelles on 



(1) Voir surtout Poisson, Mémoire sur Vintégration de quelques équations aux 
différences partielles et particulièrement de Véquation générale du mouvement des 
fluides élastiques (lu à TAc. des Se. le 19 juillet 1819) ; Kirchhopf, mécanique, 23' 
leçon, p. 314 ; Xur Themue der Lichtstrahlen, Sitzungsberichte der K. Ak. der 
Wiss. ; 1882, p. 641 et suiv. (trad. par Duubm. Ann. Ec. Norm. supérieure, 1886) et 
Optik ; VoLTEHRA, Att. Lincei, 1892 et Acla Math; Tedone, Att. Lincei, 1896; 
Le Roux, Ann. Ec. Norm.. 3^ série, t. XII et journ. de Mathéni. 1898-1900 ; d'ADHÊ- 
MAR, Bull. Soc. Math. Fr. 1901 et C. R. Ac. Se. 1902; Coulon, Soc. Se. Phys. et Nat. de 
Bordeaux, passim et thèse sur Vintégration des équations aux dérivées partielles 
par la méthode des caractéristiques ^ Paris, Hermann (1902). 
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multipliera respectivement les premiers membres des équations données. 
Nous nous bornerons touiefois au cas d'une seule équation du second 
ordre. Nous nous placerons même souvent pour la commodité du langage, 
dans le cas d'une équation à trois variables indépendantes, mais les raison- 
nements seront sauf indication contraire applicables, quel que soit le 
nombre de ces variables. 

33 !• —7 Pour résoudre le problème de Caucby relatif à notre équation, 
rinconnue et ses dérivées étant données sur une certaine multiplicité, nous 
devrons supposer, conformément à ce qui précède, que cetie multiplicité 
n'est pas tangente à une caractéristique. 

En général (*), lorsque le problème de Caucby se pose en physique 
mathématique, une condition plus précise est vérifiée, celle même que nous 
avons déjà rencontrée au n° 305. Nous plaçant toujours dans le cas de 
trois variables le plan tangent à la multiplicité en question est eœiMeur 
au cône caractéristique : un plan parallèle à celui-là coupe toujours ce cùne 
suivant une courbe fermée. 

Un fait tout analogue a lieu pour les équations à plus de trois variables 
indépendantes. Par exemple dans la plus importante de celles-ci l'équa- 
tion à quatre variables (62), la forme quadratique qui, égalée à 0, fournit 
l'équation du cône caractéristique est une somme de carrés, tous de même 
signe, à l'exception d'un seul, lequel porte sur le paramètre tt^ correspon- 
dant à la variable t. Or, le problème de Caucby se pose précisément alors 
relativement à la multiplicité i = : celle-ci est coupée par le cône carac- 
téristique ou, plus généralement, par le conoïde caractéristique ^ ayant 
pour sommet un point extérieur quelconque suivant une multiplicité 
lermée (savoir, en l'espèce, suivant une sphère). 

Les données relatives aux points intérieurs à cette multiplicité fermée 
sont, nous le savons, les seules qui interviennent dans la détermination de 
la valeur de l'intégrale au sommet du conoïde. 

332* — Considérons donc (dans le cas de trois variables) une surface S 
située comme nous venons de l'expliquer par rapport aux conoïdes carac- 
téristiques et le long de laquelle nous nous donnerons les valeurs de l'in- 
connue et de ses dérivées premières. 

Soit Sj une autre surface délimitant avec la première une portion Z de 



(*) Comparer plus loin, n» 340. 
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l'espace. SI, dans celle-ci, la fonction ti, solution de Téquation adjointe, est 
régulière, nous pourrons, en multipliant par Félément de Tolume et inté- 
grant dans Tif écrire, d*après le théorème de Green (^) 



///■ 



(67) { ^^ I I ^i ^^^ ^^-^3 "^ *'« ^^a ^^1 "*" **3^i ^^1 



-//'• 



■// 



'^[".D4^-".Dfeth«-S5?;î:)]'"""- 



(où rintégrale double est étendue successivement à S et à S| et où Xp à, 
désignent des coordonnées curvilignes prises sur ces surfaces) ; ou, si Tod 
veut, 

(68) Il uîf{z)dx,dx,dx,= I I VM,cos(N,a:,) Us 

où dS désigne successivement Télément superficiel de S et celui de S, et 
N, la normale correspondante dirigée extérieurement à C. Rien d'essentiel 
ne sera changé à ce qui précède si le nombre n des variables indépendantes 
est supérieur à trois. La seule difficulté qui se présentera sera Pinlroduc- 
tion de la géométrie à n dimensions. Au Hou des surfaces S et Si on aura à 
considérer des multiplicités n — 1 fois étendues ou hypersurfaces : la 
formule (67) deviendra 






dx^ dx^ dxn 

(67) 

c/Xa ... dkn 



(où le premier membre est une intégrale iV^i'^"^ et le second une intégrale 



(») Voir Picard, Traité iVAnalyxe, 2« édition, t. I, l^e partie : chap. iv n» 15 et PJ 
et chap. V, no 8. 
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n — i«^''). Dans celle formule les quantités tt» sont, au signe près, les 
déterminants fonctionnels de n — 1 quelconques des Xi par rapport aux 
n — 1 coordonnés curvilignes X,, X,, ... X„_i choisies sur la multiplicité S 
(ou S|) : autrement dit, si par chaque point de celle-ci on mène une ligne 
dont s désigne l'arc, les quantités tt^ sont définies par la condition que Ton 
ait, quelle que soit cette ligne 

(69) ., ^ + ., ^ + ... + .„ ^ = ± , P^(^r ^v ••• ^") 

^ * ÔS * ÔS ô* 13(Xi, Aj, ... An_j, «) 

Ces quantités peuvent être considérées comme celles que nous avons dési- 
gnées sous ce nom au n* 387. Elles sont proportionnelles aux cosinus 
directeurs de la normale à cfS, ou aux dérivées partielles du premier 
membre n(a7j, ... or^, a?n) de Téqualion de la multiplicité. 

Si la normale N est dirigée intérieurement au domaine ^, ou si la fonc- 
tion n est positive à l'extérieur de ce domaine et négative à Tintérieur, le 
signe à prendre dans Téquation (67) ou dans l'équation (69) est tel que les 
'szi soient égaux aux cosinus directeurs ou aux dérivées partielles dont il 
vient d'être question, à un même facteur posta*/ près. 

Nous désignerons encore par A l'expression 

(18) A = 2 aifcir,T:fc 

de sorte que les caractéristiques sont définies par Téquation A = 0. On aura 

(70) 2 «■•*''* = 2 'â 

et, par conséquent, 

(71)/ i \_ih \ t / J f A 

1 v^ ôa- ôA 1 x^ ou ôA . , 

Introduisons maintenant, avec M. d'Adhémar (*), la direction qui a ses 



(I) C. R, Ac, Se, 11 février 1901. 
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cosinus directeurs proportionnels aux quantités —, et qui sera dile \f^^ 

conoynnale à d^ : autrement dit, la direction définie par les proportions 

dx^ dx^ dxn 1 ,/e 

(73) FôX ~ r^ 1 ôA — A ''*' 

2 5irj 2 ôir, 2 ôTtn 

S étant un paramètre et h une quantité arbitraire dont nous pourrons, pa^^ 

exemple, disposer de manière que le plus grand des rapports -^S -^» •••» -^^^ 

dx dx (*) 
— el, par conséquent le plus grand des rapports -r-^ ... -^ — ait aa 

valeur absolue comprise entre deux limites positives, finies et diiïérente^ 

de zéro (par exemple, en prenant pour ^, ..., -t-" les cosinus directeurs 

de la direction précédente). 

D'après sa définition même, la conormale est (') le diamètre conjugué du 
plan tangent à rfS par rapport au cône caractéristique (représenté par 
l'équation langentielle A = 0). 

Elle est tangente à l'élément d^ lorsque celui-ci est caractéristique et 
dans ce cas seulement (comme on le voit en multipliant les ternies des 
fractions (73) respectivement par tt,, w^, ... tt» et ajoutant) : elle n'est 
alors autre que la direction bicaractéristique tangente à cet élément. 

Moyennant la dénomination précédente et la formule (71), l'équation 
(67') s'écrit 






333* — Si nous voulons déterminer la fonction u et la multiplicité Sj 
de manière que les valeurs de u et de ses dérivées sur Si s'éliminent du 



(1) Du moins en supposant que la "orme quadratique A a son discriminant diffé- 
rent de zéro dans le domaine considéré et, en tout cas, sur toute caractéristique 
simple. 

(2) Voir Goulon, thèse, p. 35. 
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résultat, il faudra lout d*abord, si u et ses dérivées ne sont pas nulles sur 

celle même multiplicité (^), que celle-ci soil caractéristique. Sans cela, en 

effet, la formule précédente contiendrait, d'une part les valeurs de c, et 

d'autre part celles de sa dérivée conormale, lesquelles seraient entièrement 

indépendantes les unes des autres, puisque la conormale serait extérieure 

à la surface. 

Supposons dotic que Sj soit caractéristique, et, prenant d*abord le cas 

de n = 3, rapportons Si à des coordonnées curvilignes dont Tune X soit 

constante sur les bicaractéristiques, tandis que l'autre s définira la position 

dcC' 
d'un point variable sur chacune de ces courbes, les dérivées --p étant toutes 

Hnies et non toutes inOniment petites, d'après la convention faite sur h 
au n^ précédent. Alors dans le second membre de (74), la portion relative 
à S], savoir. 

('5) J J [a (« J - ^ ^£) + Lu.] dk ds 

pourra se transformer par intégration par parties en une intégrale simple 

(76) / /^uzdl 

prise le long du contour F de S,, jointe à la suivante 



(^) D'autre part, u (s'il n'est pas identiquement nul) ne peut s'annuler en ra^me 
temps que ses dérivées premières sur S^, sans que celle-ci soit caractéristique. La 
solution du problème de Cauchy est, en ed'et, unique pour une multiplicité non 
caractéristique : c'est ce que nous avons établi précédemment en supposant l'inconnue 
analytique et holomorphe. Pour u continu et dérivable jusqu'à un certain ordre, 
mais non analytique, le même iait résulterait de l'extension (au cas de n variables 
indépendantes) d'une démonstration de M. Holmgren (Voir la note I à la fin de 
l'ouvrage). 

Resterait enfin le cas où S^ serait pour u une multiplicité singulière. Mais ainsi 
que nous le verrons plus loin (n" S-lt), ce cas ne peut pas non plus se présenter 
(du moins pour les types usuels de sin,i,'ularité) si Si n'est pas caractéristique. 

nADAMARU 21 
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Nous choisirons la fonction u de manière à ce qu'elle vérifie, sur chaque 
bicaractérislique, Téqualion dilTérentielle 

('») "a +»Cf -■■)=«. 

laquelle détermine %i par une quadrature sauf un facteur constant qa*on 
peut choisir arbitrairement pour chaque valeur de X. 

Tout ceci subsiste évidemment pour n quelconque. Il y aura seulement 
71 — 2 coordonnées X (la coordonnée « restant unique) et le contour F deSj 
ne sera plus une courbe, mais une multiplicité n — 2 fois étendue. L'ia- 
légrale relative à S, se réduira à une intégrale n — 2"/»'** 



//■■/ 



(76') / I " I huzd\d\...d'kn^^ 



prise suivant rejointe à une intégrale analogue à (77), laquelle disparaîtra 
du moment que nous déterminerons u par l'équation différentielle (78). 

334* — Nous avons laissé jusqu'ici la caractéristique Sj quelconque. 
Supposons maintenant qu'on ait pris pour S, le conoïde caractéristique C 
ayant pour sommet un point déterminé 0. 

Dans ce cas, il résulte de l'équation (78) que u dôvra être infini en 0. 
Vax eiîet, supposons, pour fixer les idées, que le paramètre s soit choisi, 
sur chaque bicaractéristique, de manière à s'annuler en ce point. Alors, 
<",, x.^, ..., .r„ devant être égaux aux coordonnées de pour 5 = 0, quels 
([ue soient les paramètres X,, X,, ..., X„_^, leurs dérivées par rapport à ces 
paramètres sont nulles avec s, par conséquent, de Tordre de s. Les détermi- 
nants fonctionnels tt, de ?i — 1 quelconques des coordonnées x par rapport 
aux n — 2 paramètres X et à s sont donc de Tordre de 5"" - et il en est de 
niùme de L ainsi que de h si (comme nous en avons convenu plus haul) 
nous prenons cette quantité de Tordre du plus grand des t». 

Par exemple, pourn --3, il est clair que, les points d'un cùne étant 
représentés par leur dislance au sommet et un |)aramèlre qui définit la gé- 
nératrice, Télénient superficiel du cône contiendra en facteur la première 
de ces deux quantités. 

h étant de Tordre du plus grand des ::., le rapport j- est fini en 0. La 
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quadrature à laquelle conduit réqualion difTércntielle (78)i soit 



u = e 



'7i' 




\L 



Fig. 22 



n-2 
donne alors un résultat inûnî de Tordre s^^ . 

Dans ces conditions, pour appliquer la formule fondamentale, nous 
retrancherons de notre volume d*intégration la partie qui avoisine immé- 
diatement le point 0. En nous 
plaçant encore dans le cas de 
n = 3, une petite portion du 
conoîde C sera ainsi enle- 
vée, portion limitée par une 
courbe y (fig- 22) : on peut 
pour fixer les idées, admettre 
que Y ^^ l'intersection du 
conoîde C par une sphère £ 
de centre et de rayon très 
petit. 

Si aura alors deux fron- 
tières : son intersection Y 
avec Set la multiplicité y- 
C'est le long de ces deux frontières que devra être prise l'intégrale 
n — 2«/»'« (76) à laquelle se réduit (74) moyennant l'équation différen- 
tielle (78). 

Le long de r cette intégrale, est connue, puisqu'on connait z et ses dé- 
rivées premières. 

On aurait donc l'expression de z par la généralisation naturelle de la 
méthode de Riemann si, la fonction u étant régulière dans tout le volume 
d'intégration à l'exception du voisinage de 0, et le rayon de S tendant vers 
zéro, l'intégrale (67') étendue à i:, augmentée de l'intégrale (76') étendue 
à Y» se réduisait à j'q. 

335* — Hais les choses ne se passent point ainsi. Considérons, par 
exemple, l'équation (62). C'est, dans la catégorie d'équations que nous 
envisageons en ce moment^ la première pour laquelle le problème de 
Cauchy ait été résolu, grâce aux travaux de Poisson et de Kirchhoff. Les 
variables indépendantes sont alors au nombre de quatre^ dont les trois pre- 
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mières, qui représentent des coordonnées cartésiennes dans Tespace ordinaire, 
seront nommées .r,, .i\, a»,, tandis que la quatrième continuera à être 
désignée par /. Nous supi>oserons que S a pour équation t = 0, de sort( 
qu*on devra se donner, |>our / = 0, les conditions 

z = f 

où / et f^ sont des fonctions connues de œ^y ./%, os^» 

La niétliode employée pour exprimer, en fonction de ces données, la 
valeur de z pour x == y,, œ^ = .r'^., j-, •= .r^^, / = /q. consiste à prciidn» 

u = - F(r -f- at) 

F élant une fonction quelconque et r désignant la distance (comptée dans 
IVspace ordinairei du point (»r,, j^,, x.J au point (d:°,, o?**^, .v^^i 



r = \/{.v, - œ\f -+- (.r, - a:\y ^- [x, - x\:\ 

Cette quantité satisfait bien à Féquation adjointe, identique ici à Ja pro- 
posée elle-même. Klle vérifie également, quelle que soit la fonction F, la 
condition (78) : elle est en effet, sur le cône caractéristique, proportion- 
nelle à - et c'est précisément une telle proportionnalité qu'indique réqualion 

différentiello (78). 

Seulement, celle fontiioii nVst pas uniquement singulière (comme le 
voudrait la théorie précédente) en un seul point de l'espace à quatre diin»Mi- 
sioiis. Klle est, en efTet, infinie pour .r, =^ x^i, x^ = .r^^j,, x.^ = ^'^^, quel 
que soit t et non pas uniquement pour la valeur t^ donnée qui correspond 
au sommet du cùne ('araclérisliquo. Nous devrons donc retraneber Je 
noire volume» d'intégration, non pas exclusivement le voisinage imnuKiial 
(lu sommet du cône, mais, par exemple, l'ensemble -: des poinls(jrp.v., r-,/i 
satisfaisant à Tinégalité 

[''\ - ^•^)^ 4- (.r, - .r\)^ ^ [x, - x\,Y < t'. 

Conformément à la convonlion du n*" 100*''% celle région est représentée 
sur la ligure 23, par Tintériour d'un cylindre j (auquel elle se réduirais» 
Ton n'avait à (îonsidéror que les coordonnées .r,, x^ et /, la variable ■ 
étant sup[)rimée). 

La frontière n de la région - interceptera, sur notre cône, la multipliciléK 
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(qui ne sera autre que la surface d'une sphère de rayon s, avec ^ = ^o ) 

el sur S une niultiplicilé 7' (sphère de rayon eavec t = 0). 
Le polynôme i>(j) ayant ici l'expression 






el le conoïde caractéristique élanl 

(.r, — œ\)- -h {.V, — a;%)2 ^ (x., — a;« 



' «M^ - "'o)' = 



les bicaraclcrisliques correspondantes ne sont autres que les génératrices. 




Fi^. 23 

Nous obliendrons donc sur C, le système de coordonnées curvilignes 
exigé par les raisonnenienls précédents en employant (dans l'espace ordi- 
naire) les coordonnées [)olairos d'origine 0, cVsl-à-dire en posant 

X, r^.r'^i -+- r i^iii X, cos).,, .r, = c6^^ -i->'sin)., sinÀ,, j:.^ = a;^^ 4- rcosX,. 
(0 <:ï l] < t:, < X, < 2t:;. 

Nous pourrons alors prendre s = >•, et Ton trouvera aisément 

, 7'- sin X, 

a 

Dans tos conditions, u étant donné par la formule (79), l'intégrale 
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mirres, qui ropréseiik'nl des toorcloniiéos carU'sieiiiios dansl'cspac< 
seront noininées .r,, .#.., .i-.<. tandis quo la quatrième rontinii 
dési^rnéo par /. Nous sujqioM'rons (pie S a pour rquatiou / = I 
qu'on drvra se donner, pour / =:^ 0, les condilions 



z = f 



■ — /l 



où / el /*, sont des fondions connues de .<:,, .>\, cc^ 

Xax niiHliode einploy«''(» pour exprimer, en fonction de ces c 
valeur de j pour x - z ./-",, cr,^ ^z .î"^, .r.^ r= .>;",, / - Z^, consi-h 

w = - F(r 4- al) 

F riant une fonction (juelconque et v dési^aiant la distanri'' 
l'r^pare ordinaire du point (./•,, .r^, cr^ au point f.r*',, .c*'., ' 



(Jette quantité satisfait bien à réquation adjointe, ideni 
posée elle-même. Klle vérifie également, (|uelle que s..! 
condition .78) : elle est en cITet, sur le cùne caractéri 

nelle à - et c'est précisément une telle proportionnalités 

différentielle (78). 

Seulement, cette fonction n*est pas uniquement 
voudrait la théorie précédente) en un seul point de 1 
sions. Elle est, en effet, infinie pour .r, = x^i, r. 
que soit i et non pas uniquement pour la valeur /„ 
au sommet du cône caractéristique. Nous devr 
notre volume d'intégration, non pas exclusîvemei 
du sommet du eone, mais, par exemple, l'ensembh 
satisfaisant ù Tinégalilé •fc.»^^ 

(Conformément à la convention du n^ I 
sur la figure 2.3, par l'intérieur d*un cylindm 
Ton n'avait à considérer que-lei ^ i 1 lu 
étant supprimée). ■ \^- 



La frontière ? de la région t 
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expression dont le premier terme — iTu/j, F{atç) ç(aO vient précisément 
détruire l'intégrale (80) relative à r. 

Si maintenant s tend vers zéro, le second terme de l'expression précé- 
dente devient aussi infiniment petit et il en est de même de l'intégrale (80) 
relative à y, puisque r^u tend vers zéro avec r. 

Considérons enfin Tintégrale relative à «7. Cette intégrale est 

///(4"-»s)""* 

où l'intégration double est étendue à la surface d'une sphère de rayon e 
(£^û?Q étant l'élément d*aire de cette sphère) ; elle n'aura pas pour limite 

une quantité proportionnelle à z^y mais bien ( ^ ayant pour parlie prin- 
cipale j, F(ûO) l'intégrale simple 



= 0. 



— 4Tr I zF[at)dt 

prise de à t^y pour a?, = oo^^, x^ == x°2, œ^ = a?%. 
11 vient donc Gnalement 

^-P \r^.{r) + a J^. (ro(r))] dr - / zV[aC)dt = 

Mais ici le résultat se simplifie notablement grâce à ce fait que la fonc- 
tion F, qui intervient dans les formules qui précèdent, est arbitraire. En 
elTel, en changeant r en ai dans la première intégrale, on peut écrire 

Y[at) \to,[at) >f- f^^ {(■^{(d)) -z\dt = 0. 

Or, ainsi qu'il résulte d'un raisonnement classique du calcul des varia* 
tions, une égalité de la forme (81) ne peut pas avoir lieu quelle que soit 
la fonction F, si l'on n'a pas pour loule valeur de t 

i [qj iat) -\- ao'{al)\ 4- ^ (at) — ;? = 0. 
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En particulier, ceci a lieu pour / = /q, et Ton a 

(82) z^ = cp(ag 4- /o [?, («^o) -t- «t'(«0]- 

On voit qu'ici la valeur de Zq est exprimée, non pas en fonction de toutes 
celles que prennent ^et — sur S dans tout Tinlérieur du conoTde caracté- 
ristique, mais seulement des valeurs prises par ces quantités sur ce conoïde ; 
Cette circonstance est due a la forme particulière de l'équation (62) et ne 
se présente pas pour une équation du second ordre prise au hasard (*). 

330* — On remarquera que, de la forme même de la solution qui vient 
d'être obtenue, il résulte que la méthode ne pouvait pas réussir sous la 
forme primitive indiquée au n° 33 I. Elle aurait, en cfTet, conduit à 
exprimer la solution sous forme d'une intégrale analogue au second membre 

do (74), c'est-à-dire portant sur les valeurs de ^ et de ^ dans toute la 

partie S^ de S intérieure au conoïde caractéristique. 

On pourrait bien, il est vrai, transformer Tintégrale (82) en une autre 
qui soit prise dans toute la région S^, mais il faudrait pour cela que Télé- 

ment d'intégration contienne les dérivées de ;: et de -y par rapport aux 

coordonnées prises sur S (autrement dit, par rapport à .r,, x^, oc^]. 

En un mot, le second membre de la formule (82) est irréductible à celui 
de (74). 

Il ne peut donc exister de solution de lequation (62) vériGant les diverses 
conditions que nous avions postulées au n"" 331. 

337. — Ces divers résultats ont été généralisés à des catégories assez 
étendues d'équations dans les travaux cités plus haut. Nous nous coatcnle- 
rons d'indiquer le cas le plus simple, celui de l'équation 

^^^^ ^x\ -^ ^i\ - a^ H^ = ^ 

qui n'est autre que l'analogue do (62) pour le cas de deux dimensions et 



(>) La sujiposition qu'on ait pris pour S la multiplicité!' ( =0 n*a évidemilieiitrit 
d'essentiel et les considrrations précédentes subsisteraient, avec des résnllate 
moins simples, pour S «luelconque. 
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pour laquelle le problème de Cauchy (la multiplicité S vérifiant toujours 
les conditions imposées au n° 5131 ) a été résolu par M. Vollerra. La fonc- 
tion u, choisie par ce dernier, est alors celle qui se déduit de la quantité 



C84) log ' ' ' 



I al -t- \/aH' — x\ 
\ \/x\ ^% 



en changeant œ^, œ^, t en x^ — ar^i, x^ — ^^2» ^ "" h- 

Elle admet, on le voit, le conoïde caractéristique comme surface singu- 
lière. Mais il est aisé devoir que cette singularité ne compromet pas Tappli- 
calion de notre formule fondameniale : la seule partie que Ton doive 
retrancher du volume d'iniégralion est encore celle qui est comprise à 
l'intérieur d'un petit cylindre ayant pour axe la droite 

La formule (74) fera alors connaître Tintégrale simple 



1 zdt 



prise suivant cette droite, de ^ = à ^ =: /q. 

Il ne restera plus qu'à prendre la dérivée de cette quantité par rapport 
à ^0 pour obtenir la valeur de ;y^. 

La solution obtenue ne peut plus, comme celle de l'équation (62), se 
mettre sous la forme d'une intégrale étendue à la partie de S située sur la 
surface du cône caractéristique : les valeurs des données dans tout Vinlé- 
rieur de ce cône y figurent nécessairement. 

Par contre, on peut faire sur celte solution des remarques toutes sem- 
blables du n*' précédent et en déduire que la méthode ne pourrait pas 
réussir sous la forme indiquée au n° «K)4. 

338* — Qu'il s'agisse, d'ailleurs, du problème dont nous venons de 
parler ou de celui qui est relatif à l'équation (62), les considérations pré- 
sentées jusqu'ici subsistent dans le cas limite où S est caractéristique : par 
exemple, on pourrait prendre pour S un conoïde caractéristique, en se 
contentant toutefois de déterminer z à V intérieur do ce conoïde. 

Dans ce cas, comme la conormalo à S serait tangente à S, la connais- 
sance des valeurs de ;: sur la multiplicité eu question suffirait, puisqu'elle 
entrainerait celle de la dérivée conormale. 
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Ainsi, une intégrale de inéquation (62) ou de l*équatioo (83) est dél 
minée, à Tîntérieur d'un conoide caractéristique, quand on donne 
valeurs sur ce conoîde. En particulier, elle ne peut s'annuler sur le cono^^ 
(sauf le cas de singularité, lel que nous Tavons, par exemple, rcncon .^^ 
pour Tex pression (84), au n* [tTéc^ieni) sans être identiquement nulle dc^::^ 
tout Vintérieur. 

Ce résultat correspond évidemment à celui que nous avons trouvé . 

n» IT»(ch. iv). 

339* — Nous remarquerons également que la méthode s*élend d'es* Mle^ 
même au cas où Téquation linéaire a un second membre, c'est-à-dire o^ 
l'on égaie le premier membre de l'équation (63) non plus à zéro, mii/^^ 
une fonction donnée quelconque J de Xj, o-^, ... a:n. Dans ces conditions, 
l*inlégraie n^/'^^qui figure au premier membre de l'équation (74) ne sera 
plus nulle, mais sa valeur sera connue. Pour l'équation (62), ceci conduira// 
à compléter la formule (82) par l'intégrale 



///:- 



tù* rfr.. 



étendue au conoîde caractéristique. Dans le cas de l'équation (83) on au- 
rait à considérer, outre une intégrale double prise sur ie conoîde caracté- 
ristique, une intégrale triple étendue au volume intérieur à ce cône. 

340. — Dans tous les cas, un calcul direct montrera que les expressions 
ol)tenues par les méthodes précédentes vérifient bien toutes les conditions 
demandées, pourvu que la multiplicité S satisfasse aux hypothèses du 
no331. 

Le problème de Cauchy est donc, dans ce cas, toujours possible, que les 
données soient ou non analytiques. 

Il n'en est plus de môme si les hypothèses du n° 331 ne sont pas vérifiées, 
si la niulliplicilé S coupe le cône caractéristique issu d'un de ses points. 
C'est, par exemple, ce qui se jjréseiite dans la généralisation donnée par 
Kirchhoff (*) de la solution du n° 335 ou dans les recherches analogues 
développées par M. Vultcrra (^) sur l'équation (83). 



(') Zur Théorie rJrr lAcîttstvnîdun et Oplik. 

[-) iSur le^ viffradons «les corpt: c'iastif/ucs isolrojic.s, n" 6 (Acta Math. t. XVJII;. 



LA THEORIE GENERALE DES CARACTERISTIQUES 331 

Pour de telles formes de S, le problème de Cauchy cesse d'être possible 

^ n général, G est BLiBsi que, dans les solutions données par Kirchhoiï et 

M. Volterra, apparaissent une infinité de conditions de possibilité. En réalité, 

dans les problèmes qu'ils ont traités, on peut, comme on s'assure aisément, 

36 donner les données de Cauchy — c'est-à-dire z et ses dérivées premières — 

sur une partie seulement de S, z seul étant (comme aux n^" 180-1 81 du 

ch. iv) donné sur l'autre partie. Les formes correspondantes de S sont 

d'ailleurs telles que la démonstration de Cauchy-Kowalewski (relatif à 

l'existence de la solution pour des données analytiques n'est plus applicable. 

Mais, même dans le cas où cette démonstration est possible — par exemple 

lorsque, relativement à l'équation (62), on prend pour S la multiplicité 

jr, = — on constate que la possibilité du problème cesse en général, avec 

Tanalyticité des données si la condition du n° 3*11 n'a pas lieu. 

34 1* — Nous bornerons là les indications sur la résolution du problème 
de Cauchy et nous allons étudier une autre question présentant un rapport 
étroit avec celles qui ont fait l'objet des chapitres précédents. 

Nous avons constaté que les ondes par lesquelles se propagent les dis- 
continuités dans les milieux en mouvement ne sont autres que les carac- 
téristiques des équations différentielles qui déterminent ces mouvements. 
Nous nous sommes placés, à cet effet, dans l'hypothèse formulée au n** Tl 
et d'après laquelle les quantités considérées cl leurs diverses dérivées 
devaient toutes tendre vers des limites parfaitement déterminées de chaque 
côté de la discontinuité. 

11 y a lieu de se demander si des conclusions analogues subsistent dans 
l'hypothèse contraire, c'est-à-dire en admettant qu'il y a non seulement 
discontinuité entre deux mouvements compatibles, mais singularité de l'un 
de ces mouvements considéré en lui-môme, quelques unes des inconnues 
ou de leurs dérivés devenant infinies. C'est ce qui arrive, par exemple, 
pour la solution (84) de l'équation (83). 

Les résultats auxquels nous parviendrons seront d'ailleurs importants en 
ce qu'ils nous permettront de relier la théorie des ondes telle que nous 
l'avons exposée dans les chapitres précédents, à celle que l'on rencontre 
dans diverses branches importantes de la Physique, particulièrement en 
Acoustique et en Optique. 

On sait qu'alors, au lieu Je considérer, comme nous l'avons fait, la pro- 
pagation proprement dite du mouvement, c'est-à-dire la manière dont il 
commence successivement aux dilTtrents poinls de l'espace, on suppose ce 
mouvement déjà commencé et arrivé à une sorte d'élat permanent. Dans 
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ces conditions, la df^Rnition de la surface d'onde, telle que nous l'avons 
envisagée dans ce qui préièdc, n'est plus applicable. Maîs^ d'aulre pari, le 
mouvement étudié n'est pas quelconque : c*est une oscillation périodique 
et la surface d*oude est alors le lieu des points de l'espace où la phase d'os- 
cillation est la même. Comme précédemment, bien entendu, Tensembledes 
faces d*onde correspondant à une même phase, lorsqu'on fait varier le 
temps, forme, dans l'espace F;, une multiplicité triplement étendue qui 
représente la marche de Tonde et permet d'en défmir la vitesse de prupa- 
galion . 

Nous verrons un peu plus loin pourquoi on est ainsi conduit aux mérae> 
ondes que dans la théorie d'Ilugoniot, — à savoir aux caractéristiques — 
et nous verrons également s'introduire, comme possédant la propriété fun- 
damenlale des rayons tels qu'on les considère en Physique, les bicaracli' 
risliques définies dans le présent chapitre. 

3J2. — Admettons donc, avec M. Delassus, (/) qu'une équation linéaire 
du second ordre donnée 

(63; ;T(3r) = V a,k2hk -\- y ài p, -\- Iz = 

t'i k i 

possède une solution de la forme 

'85) - =ZF II) 

où Z, Il sont des fonctions réirnlirres. — j'entends par là des fonclion> 
linii's, (MinliiiiH^s et (lérival)h's — nuiis où la fonclion F admet une sinpu- 
larilé pour 11 -- 0. Sul)sliluant cotle (|uanlilé, il vient aisément 

86 AZF (II) -r- I V ;/i ']^. _;- MZ \ F II) -h îT=(Z). F(ir) = 

les T., étant les dérivées des partielles do II et A étant toujours défini par 
r(''(jiialion (IS) du n- ÎÎS7, pondant «|uo F', F sont les dérivées preniitTP 
ot seconde de la f()ncti()n F, ri (juo Ton a 

M -^ V «. - " -.- V a, ::, rrir J |I) — l\\ 

i, h i 



AnitaUi^ >\/-i-.'. il- "I\- \ i . ^<^^)., ;V s.'rio, t. XllI, p. Xù et suiv., l>".'o. 
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Nous n'allons point laisser la fonction F tout à fait quelconque : nous 
supposerons cette fonclion telle que F^ soit infiniment grand par rapport à 
F, et F^ par rapport à F', pour II voisin de 0. Celte condition est remplie 
par toutes les formes usuelles de fonctions d'une variable singulières à 
l'origine telles que 

F (TI) r= n^ {p non entier positif), 

F(n)=:logn, 

F(n)==m logn. 

Dans ces conditions, il est clair que le coefficient de F''(n), dans l'équa- 
tion (80) doit s'annuler avec II. On a donc (pour 11 = 0) 

(87) A = 

et la multiplicité singulière II = doit tire une caractéristique ('). 

Il en serait encore de môme si l'intégrale cherchée ne se composait pas 
exclusivement de l'expression (85), mais comprenait en outre un terme 
régulier quelconque. 

343* -r Inversement, étant donnée une multiplicité caractéristique 
II = 0, — telle, par conséquent, que le premier membre de l'équation 
s'annule avec U et que Ton ait 

A = n.l 

(où .,1) est une nouvelle quantité régulière), — proposons nous de trouver 
à l'équation donnée une solution de la forme 

(88) ^==ZF(ll)-H z,, 

Zi étant une fonclion régulière. 
Nous prendrons pour fixer les idées 



F(IJ) = logll. 
On aura alors -^^^ = "" n * 



(') Cette conclusion ne serait pas en défaut si Z était nul avec FI. Dans ce» cas, en 
effet, il conviendrait iU recomuiencer le raisonnement en remplaçant Z par 

Z, r= ^ el Fil! par IIF{II). 
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Par conséquent, en écrivant que les termes de Tordre de F' disparaissent, 
on aura (pour il — 0) la condition 

(89) y i!^l!^.4-(M~;l)Z = 0. 

i 

Cette condition peut être considérée comme une équation aux dérivées 
partielles linéaire du premier ordre à laquelle doit satisfaire la fonction Z. 
il est clair \^) que les caractéristiques de cette équation seront situées sur 
notre surface singulière et ne seront autres que les bicaractéristiqua 
correspondantes. 

On voit, par conséquent, que la condition (89) est relative à la distribu- 
tion des valeurs de Z lui-même (et non de ses dérivées) sur l'hyperstirface 
H = : si Ton pose, comme précédemment. 



(14^) 7^ 

Z aura la valeur 



(/./;, dr^ dr 



fL\, — M) (h 



= ds. 



(90) Z = Z„e 

OÙ Zq est un facteur indépendant de s, qu'on peut encore choisir arbitrai- 
rement en un point de chaque l)icaracléristique. 

Z étant ainsi choisi et supposé d'ailleurs régulier), le premier membre 
de la condition (89) s'annulera avec It : il sera, par conséquent, de la forme 

llf, 

îf étant une fonction régulière. 

Ouanl aux ttTnies logaritlinii(|ues, la condition nécessaire et sufflsanto 
de leur disparition est évidennncnt que Z soit lui-même une solution de 
ré(j nation proposée. 

S'il en est aiiibi, il restera, pour déterminer ^i, l'équation 

i'91> ;7(j.)=:-:f. 

;f étant, comme nous l'avons dit, une fonction régulière, les théorèmes 
généraux nous apprennent .-) que celte équation admet une solution éj?a- 
lenicnt ré;;ulitTe. 



(') C.oin parer n" 33S. 

(-; Du moins dans le cas où tous les calculs sont unalvti([ue8. 
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Pour résumer, nous voyons qu'il faudra : 

1*> Choisir pour la multiplicité II = une caractéristique, conformément 
au théorème de M . Delassus ; 

2^ Calculer, sur cette multiplicité, la distribution des valeurs de Z par 
réquatioD (89) ou, ce qui revient au même, par la formule (90). 

3" Trouver une solution de l'équation proposée, prenant pour II = les 
valeurs ainsi calculées. 

4*> Déterminer une fonction régulière ;r, par l'équation (91). 

Nous savons d'ailleurs, par ce qui précède, que si les calculs sont analy- 
tiques, l'opération 3° est possible d'une infinité de lagons. 

344* — Lorsque le nombre des variables indépendantes est de deux, 
les solutions logarithmiques ainsi obtenues jouent un rôle fondamental 
dans l'étude de l'équation, et cela tout particulièrement dans le cas où les 
caractéristiques sont imaginaires. 

On peut alors (*), par un changement de variables réel, mettre l'équa- 
tion sous la forme 

(92^ rr{z) = Ay4-a-^H-2^^4-c:r = 

A désignant le symbole do Laplace a deux variables — ;i H 7 ; a, 6, c, des 

fonctions données de :c et de //. Les caractéristiques sont, dans ces condi- 
tions, x — « y = const. ; x -{- iy = const. 

Cherchons une solution uniforme qui devienne logarithmiquement infinie 
au voisinage d'un point donné (Xq, y^,). 

Si nous supposons a, h, c analytiques, rien ne nous empêchera d*ap| M- 
quer les raisonnements qui |)récèdent aux multiplicités 

a; — o^o — t (y — y,) = 0, x — Xy -t- i (y — y,) = C ; 

et, ce seront les logarithmes de x — a?y — i{y — ?/y), d'une part, de 
X — ^0 "^ *(y — ^0/ ^6 l'autre, qui interviendront dans la solution cher- 
chée : celle-ci aura dune la forme : 

Z log [x — x„ — /(// — !/u)l + '^' *«g [j? — ^0 -^ ^(y — Z/o)] + -i- 



(») Picard, Traite iV Analyse. 
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Mais on «i 

lo^r I ,r — r^ — iiy — //.,)] = log /• — /••>, 
lo^ j ./• — Ty -I /(// — Vu) ! -^ l"g ^ -^- '«■^» 

en drsi^niant par r la disianco des deux pdinls (.^o, »/o)« ^^» ,'/• *^^ F'** 
l'anjçlo que cette distance fait avec Taxe des .*•. Il esl clair que la sululion 
ne saurait «^tre uniforme si m n'en disparaît point, c'esl-à-dire si l'on n'a 
pas identi(|uenicnt 

Nous avons donc linalenienl à trouver une solution Z de l'équation (92) 
di'linie par la double condition de prendre des valeurs données, pour 
. '• — .r„ - - / (1/ — //„ ) ^^ (»t des valeu rs don nées pou r x — :i\ h- i // - y„) ^ ^ : 
ces valeurs élanl d'ailleurs liiules analytiques. C'est, comme nous l'avons 
vu, 1«» problème qui a été résolu par M. Goursat et, pour le cas d'un plus 
^rand nombre de variables, par Reudon. 

Nous obtenons ainsi une solution do la forme 

^93) 2/log>*H-Ji 

c'est à-dire une des solutions dont l'existence a élé établie par M. Picard 
dans le cas spécial où a et h sont nuls('). Seulement nous avons été obligés 
de iu)us borner aux é(|uatiuns à loefticients analytiques : non qu'il soit 
rien supposé à cet éirard dans les développements du n* «Uî), mais iKirce 
(jue nous les avons a|>pliqués dans le domaine complexe. La méthode de 
M. Picard, au contraire, fondée sur des approximations successive?, ne 
suppoM' rien sur la nature aualylitiue des coefticients. 

(>bservi>ns toutefois que même pour a, h^ c non analytiques, notre mé- 
llio.b^ conduit. dauN des cas très iréuéraux, au résultat cherché. Si, «*n 
tMïel. (I, '', i- admetteul des dérivées jusqu'à un certain ordre p autour de 
' , >.. \ la formule de Taylor leur >ori ajqdicable autour de ce point, cVsl- 
à-dire »pi\»ii pourra les iepré>enler par des polvnomes a, 3, 7 en '•,»/, à des 
qnantile> pii'- qui s roui d'un iTvlre supérieur à y> en .>• — ^r^, y — y... 

lleuipla .•:!> al.>rs, pour un iri>lauî. i;, .', i par 3. 3, -;. L'équation ainsi 
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modifiée admettra une solution z' de la forme (93). Le résultat do substi- 
tution de z' dans Téquatlon donnée sera une quantité conliniie et dérivahle 
jusqu'à l'ordre/) — 1. Il ne restera plus qu'à augmenter z' d'une quantité 
^' déRnie par Téquation 

S'^^) = -!?(-'), 

équation dont les théorèmes de M. Picard (*) permettent de trouver une 
solution régulière, en en indiquant Tordre de dérivabilité. 

La seule question — que nous n'entreprendrons d'ailleurs pas d'élucider 
— est de savoir si cet ordre est le plus élevé possible, étant données les 
hypothèses faites sur les coefficients. 

Les intégrales de la forme (93) jouent dans l'étude de l'équation (92) le 
même rôle que la fonction log r dans l'étude de l'équation de La place. 
Considérons, en effet, l'adjointe de (92), savoir l'équation 

(J ( w) = Aw - ^ [ati) - j^ {hxi) 4- cw = 0. 
La formule fondamentale donne ici 

S étant la frontière du domaine plan ^ ; s, l'arc de S ; N, la normale à S. 

Mais l'équation i^u) = admet une solution de la forme (93). Suppo- 
sons celle-ci choisie de manière que le coefticient 2 Z soit égal à 1 au point 
(^•» Vu) (^® ^"* ^^^ possible, car, d'après nos calculs, Z est nécessairement 
différent de en ce point) et choisissons la pour la fonction u. 

En étendant l'intégration, d'une part à une courbe quelconque (*) S qui. 
entoure le point {x^^, y^) d'autre part, à un cercle de rayon très petit ayant 



(*) Journal de Mathématiques^ 5® série, tome VI, 1900 ; p. 138 et suivantes. 
(*) Ou môme à un système de plusieurs courbes, pourvu que Taire ainsi limitée 
comprenne {xq, y^). 

Hadamaro 22 



338 CHAPITRE Vil 

poi'r r-erilrf cf» [K>int. on trouve, ahs •lumpnt '•'.•ri-rw- ici:* a tht**in»- -i * 
potentiel lo;^arithmique ordinaire 

Celte formule est entièrement analogue à celle qu'- njos i^in^f npp#{-^ 
dans le ch. i n" 1 1 : comme en cet pndmil, ttju* fijori-x- -vident .neiit ea 
déduire les oon>ê«{iiences su i%'^ rites : 

Une équation î92i ci co^^fficients analytique* naà^tbi: i*»-^ f-'s lii'ti.:*:. \i 
analytiques. 

Si deux solutions d'une é^/uation (92) à coef'^'ix's L.-Lj..ir.i.-if^i, 
définies de part et tf autre d'une hf/ne L, prennes: t. :??--» i -;^t*? :>« 
/;* • '/w «\* r<i/<' w rs <» / quil en soit de v* ^m e de le a ••* d^ - • r-*»* ".. irrita 'e^ . ■ - •' < 
(^•M /• /nnctii'ns S'tnt le prolongement anaUjti'pif" Fu \* > ~ i * w. 

Si «Ml lin on se ra|»jveUe <|ue le term** n*;:ulier z. *\^t\ ;.jur»^ : i-!s ' i - i:- 
lion (93) pout iMre nuidiïië par l'addition d'nsie >«lii:; n -^vruti- r- -u- .- 
roni|ue de rW}uatiiMi pro|Hj»ée. un M*ra conduit â délerm.'r.-r «in le! ferme 
additif |K)ur la fond ion t/,, de manière à ce que la s«jluti*.-n ci.rrn?sp*>aJanL»> 

u -r. V If^' r — t/| 

de l'équation adjointe s*annule sur !»• contour S. ou de inanirn» k lv que>a 
«lérivoi» normale y sniJ i .Jiislanliî. u jouera alir* le rôle iruri'* writiMe 
fiMU'liiUi de (îreen pour la ré>oluliou du problème de Dîricbl-I ou du pr-»- 
Idènie de Neumann relatif à réqualion 92). 

!M«S* — On peut se deuififidfr «e que deviennent les calculs que nous 
venons d\'ITectuer lorsque l'équatioii a ses t-aractéristiques réelles. 

Sup|)osons alors les variables r-lioîsies de manière que ces caractéristiques 
soitMit v. - - const., y = consl. Alors la quantité 

l(»g r =^ ^ ['"^ I ('*'' "" '''^^ "" '^'^ "~ •^' 'l "^ '^^' L^" "'^^ '^ "" y* -] 
ilevra être remplacée au facliMir 2 près} [lar le logarithme du produit 

Or, les caractéristiques élan l Irs parallèles aux axes, réqualiona (n^ KM 
la forme 

H- a - -h // -r cz = 0. 
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Si elle doit admettre la solution 

z = Z\og [(a? - 0,,) (y - y,)] -h z, 

la fonction Z, elle-inéme solution de Téquation, devra, en outre, vérifier 
sur les caractéristiques les relations (89), lesquelles se réduisent en l'espèce : 
sur la caractéristique x = x^^ k 

ôZ 



5^ . «Z = 0; 



sur la caractéristique y = y^, à 

^ + 6Z == 0. 

Nous pouvons prendre encore Z = i pour x =z x^^ y =: y^. Nous voyons 
alors que la fonction Z n*est autre que la fonction de Riemann définie au 
n«tTt. 

346. — Lorsqu'on passe au cas de trois variables indépendantes, les 

solutions qu'il est important de considérer ne sont plus celles dont nous 

venons de parler, mais celles qui, aux environs de r = 0, sont infinies 

i 
comme - • 
r 

Ceci conduirait à prendre, pour la fonction F précédemment introduite, 
la forme F = - . Mais il est aisé de voir que si Téquation donnée et la carac- 
téristique Il = sont prises d*une manière quelconque, il n'existera pas, 
en général, d'intégrale de cette espèce. 

Il suffit, pour cela, d'observer que, dans l'expression 

Z 

^ = s + ^, 

singulière sur la multiplicité n = 0, les valeurs prises par Zsur cette mul- 
tiplicité déterminent à elles seules la singularité, attendu qu'en ajoutant 
à Z une fonction régulière qui s'annule avec II et qui soit, par conséquent, 
de la forme US, on ne modifie l'expression z que de la quantité régulières. 

2 
Or, une fois le coefficient de F', — c'est-à-dire de i, — annulé grâce 

au choix deD, il reste à faire disparaitre les termes en --^ et en - . Nous au- 
rons ainsi deUrX conditions aux dérivées partielles, lesquelles porteront 
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toutes deux, comme nous venoos de le xcÂr, et comme on le Térifîe sans 
peine direelement, sur la distnbutioa des valeurs de Z le loog de notre 
multiplicité U = 0. En général, ces deux équations aux dérÎTées partielles 
n'auront point de solution commune non identiquement noile. 
Par contre, il existera des solutions de la forme 

Zlogn + ^ 

et il est même aisé de les dédoire de celles qui ont été obtenues précédem- 
ment. Considérons, en eiïet, la caractéristique dont nous partons comme 
taisant partie d*une famille de caractéristiques, dont l'équation générale 
sera 

n (x„x,, ..., Xmj y =0. 

Pour chaque valeur de à, nous pourrons construire, par la méthode pré- 
cédente, la solution 

Zlog n -f- -î|. 

En dérivant l'expression ainsi obtenue par rapport à a, nous aurons une 
nouvelle solution de Téquation, laquelle s'écrira 



Z .MI i^Z , „ ^Ji 
-^ -^ log n -i- -^ • 



Cette solution aura donc bien la forme demandée si Ton n*a pas -^ = 0- 

Par exemple, en dérivant par rapport à or^ ou à y^ les solutions (93) du 
n^ 344, on obtiendra, pour l'équation :92j, des solutions de la forme 

p -t- Q iog r -h z„ 

; P et Q étant des fondions régulières, avec P(Xo, i/o) = ^) lesquelles ont 
été également considérées par M. Picard (*). 

51 i 7. — Les n'sultals préc<^dents se généralisent d'eax-mêmes au cas 
d%*qualions d'un ordre quelconque. 

Par contre, ils ne subsistent plus si la caractéristique considérée est double 
(n*^ ^S4), G est-à-dire satisfait aux conditions 

^^ = 0. (* = 1.2,...n) 



(«) C. R. Ac. des Se, 1891. 
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Supposons, en effet, qu'il en soit ainsi, et aussi (ce que l'on peut évidemment 
faire sans diminuer la généralité) que toutes les multiplicités II = const. 
soient caractéristiques, de sorte que la quantité désignée plus haut par .i 
sera identiquement nulle. Alors, une fois le terme en P annulé, le terme en 
F ne pourra disparaître que pour Z = 0, à moins que Ton n'ait pour n = 0, 

M = 0. 

Si, par exemple, on a pris n comme variable in, on devra avoir, dans 
réquation ^63) 

a„ = 0. 

Par contre, si cette condition est vérifiée il est, en général, possible de 
former des intégrales présentant la singularité indiquée. Ainsi, pour Téquation 
(à deux variables indépendantes) 

^ ^y 

qui satisfait à la condition précédente, on démontrerait aisément, par ce pro- 
cédé, l'existence de solutions de la forme 

z = r' log r. Z 4- Zi 

lesquelles joueraient, pour cette équation, le même rôle que les solutions (93) 
pour réquation (92). 

348« — On étend aisément les considérations précédentes aux systèmes 
d'équations. Soit, par exemple, le système linéaire 

2 aikPik -+- ^ ^tA ^ik -H V dk Vik 4- ^ aiPi -+- V bi (^i -h 2 ^i^'i 
4- gi 4- At) 4- ^C = 0, 

(94) J 21 "'^^"^ -^^^'ik^ik-^^ CucVu, 4- 2 ^'iPi -+- 2 ^''^' "^ 21 ^'^ 
4-</?4-A'7)-hrÇ = 0, 

^ a'ikPiu 4-^ b'u/jik 4- V c'ikrik -^^^'i Pi 4-^ h\ qi 4-2 ^'^ ''» 
-h/;4-//Ti-Hr; = 0, 

où, comme aux u° 201, ;, t,, Ç sont les inconnues; les;), les q et les r, 
leurs dérivées premières et secondes. 
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Cherchons une solution, singulière sur la multiplicité U = dans laquelle 
les parties principales des inconnues soient respectivement 
î = SF (II). T. == HF ; n). Ç =- ZF (n). 

La fonction F étant toujours supposée vériGer les mêmes hypothèses 
qu*au n^ 342, les termes en F" devront disparaître et l'on aura, pour n = 0, 

( ZA -h HB -h ZC = 0, 
(95 j ZA' -+- IIB' -h ZC = 0, 

où A est l'expression V* a.^ r^ -^^ et B, C,... les expressions analogues 

formées comme au n^ 201. 

Le déierminant de ces équations devra, par conséquent, être nul (*) de 
sorte que la multiplicité singulière devra lUre encore une caractéristique. 

Si nous nous plaçons dans l'hypothèse du n*^ 202 où les mineurs du 
déterminant en question ne sont pas tous nuls et que nous désignions, 
comme précédemment, ces mineurs par les notations s, ^, 7... les équations 

(95) donneront (pour ïl = 0) 

(96) Z = aS. H = ??, Zr-VD 

z étant une indéterminée : moyennant quoi les premiers memhres de ces 
équations seront nuls avec II et, par conséquent de la forme 

Knp, K Ils, K'Dp 

K, K , K' étant des fonctions régulières connues. 

F' 1 

Soit encore F(tl = log II, de manière que l'on ait ^ = — . La dis- 
parition (les termes singuliers en F' dans féquation que Ton obtient en 
multipliant les premières respectivement par a, 2', i" (afin d*éliminer F' 
fi»urnil une éi|ualion entièrement analogue à Téquation précédemment 
rciitt* 33) au reniplacemenl pK's des quant itésj^M'it qnn, ''nu | arZ, H, Z. Dès 
lors, si nous substituons à ces defnières quantités leurs valeurs (96), il est 
clair que nous aurons une équation en z semblable à Téqualion obtenue 
un 11 21KI el à laquelle on pourra appliquer toutes les conclusions pré- 
cétlt»niinonl établies relativement à cette dernière. Ainsi, cette équation 
dt'linira à la distribution des valeurs de z sur la multiplicité singulière et 
aura pour laradéristiques les bicaractéristiquesdu système 94). 

On déterminera ainsi les valeurs de Z, H, Z sur n r=: 0. 

•> !i n'y a jd? à >^ pir. couper du cas où Z. H, Z seraient nuls avec II, pour la 
:ii-è:ne rai<o:i -iu'au n S-lt ,Voir la noie de la j«aj:e 333 . 



j!^ 
^>^»« 
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«)'tO« — Pour voir si l'on pourra obtenir dans ces conditions une solution 
du problènne, nous supposerons elTectuée la transformation que nous avons 
indiquée aux n"* !t^22-323. Autrement dit, notre caractéristique ne sera 
&utre que a?» = ; de plus, l'une de nos trois équations ne contiendra plus 
l^s dérivées secondes par rapport à Xn ; les deux autres contiendront ces 
dérivées, l'une dans le seul terme pnm l'autre dans le seul terme Çnn (*). 

Si nous groupons nos ditlérents termes d'après leurs ordres de difléren- 
ciation par rapport à Xn seul, nous pourrons écrire ces équations sous la 
forme 

^^. -*- ^' (â) - *' (Su ^^^- (.é) - ^•(^) - *«^^) - ^« (^) = «' 
?'. (I.) - ^'. (S) ^ y'^ (â,) - ^'' («) - ^'« (^) + X'. (^) = «' 
^'. (â) ^ *"• (S) -^ •/■'. (IJ -^ ?v«) + +".('>) + /'.(^) = «' 

^'^ Oj, •»;,, ^j, o\, f/j, y'j. '^'',, .{/"j, y'j désignent des polynômes différentiels 

**^*^éaires du premier ordre, portant chacun une fonction, dans lesquels 

^ interviennent que des différenciations par rapport aux variables autres que 

'^*^*» î ?2» "^v •••» Vu /.%* des polynômes différentiels du second ordre égale- 

*^^ent dépourvus de différenciations par rapport à Xn. 

C'est dans les équations ainsi écrites que nous devrons substituer les 
Valeurs 

^97) î = S log.T« -H ?j, T, = H loga?» H-tij, î = Zlogx„4-Cj 

des inconnues. Le facteur log Xn devant être traité comme une constante 
dans toute différenciation par rapport à une variable autre que ocm on aura 
évidemment comme résultat 

(««)!-|,-i„[2:^.-^.'.(3)-^'.(H)^x'.(Z)]^... = 0. 

l[o\(-)+.r.(H) + x'.(Z)]... = 0, 



(J) Plus exactement, pour obtenir ce résultat on devra s'arranger pour que toutes 
les multiplicités jc„ = const. soient do^ caracléristiques et opérer un changement 
d'inconnues dt'fini, non par iis fo: mules (52), mais par les formules (63), les fonctions 
c^, JS, C, À)' 'Jd' C étant égales, prniv tout système de valeurs de a?!, x», ... a?„, aux 
COelflcientS a„n, à^n, Cnm a'nm à'n^. c'„n. 
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OÙ nous n*avons écrit que les termes en -j- et en -7- . La disparition des 

premiers dans les deux premières équations montre que H ei H doirent 
s'annuler avec Xn : c'est ce qui correspond aux formules (96). Dans cei 

conditions, la disparition des termes en -> dans la troisième é^uatioD exige 

que Ton ait pour n = 0, 

7.'.(Z) = 0. 

C*esl Téqualion aux dérivéespartiellestrouvée tout à l'heure, quidétermine 
la distribution des valeurs de Z sur la multiplicité ccn = 0. Si elle est 
vérifiée, notre troisième équation (à laquelle se réduit ici la combinaison 
linéaire Formée au n° précédent) ne contient plus d'autres fermes singuliers 
que les termes logarithmiques. 

Ecrivons qu'il en est de même des deux équations restantes. S et H étant 
nuls iniliulement, on a 

(99) 2: = .r,.S„ ll=.v,.H, 

où sont Sj et H, de nouvelles fonctions régulières. Il vient alors, enégalantà 

zéro les termes en - (lesquels, moyennant les relations (99) sont fournis tant 

par le- termes en -- que par ceux en -y des deux premières équations '98), 

Si + /..(Z)-ft, 
H. +/.'.(Z) = 0. 

Z étant c nuu! pour x„^= 0, les deuv relations lirécédenles funl connaître 
les va'curs initiales (le S, et de 111, c'est-à-dire de -- et de — . 

Si nous nous rnpj)elons (|uc î, 11, Z doivent former eux-mêmes une 
solution du système donné tafin de laire disparaître les termes logarith- 
nii(|ues , nous voyons que nous sommes conduits à déterminer une telle 
solution en nous donnant les valeurs de nos trois inconnues et des dérivées 
premières de deux d'entre elles sur la caractéristique a?,, =^ 0. Or, nous 
avons vu au n" 32*1 qu'à ces données nous pouvions adjoindre les valeurs 
de Z sur une mulliplicilé sécante à la première. 

Doue il existe une infinité de solutions de la forme (97) dépendant 
d'une fonction arbilraire de 7i — 1 variables et d'une seconde fonction 
arbitraire de n — 2 variables puisque Z peut être choisi arbitrairement en 
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tous les point d'une multiplicité n — 2 fois étendue située sur notre carac- 
téristique et coupant chaque bicaractéristique en un point. 

3«S0« — Nous serons conduits aux ondes qui interviennent dans la 
théorie des mouvements périodiques si nous donnons à la fonction F la forme 

F(n) = 8in|xn 

fi étant un paramètre arbitraire, 

La fonction F ainsi choisie est holomorphe, quel que soit [i et constam- 
ment comprise entre + 1 et— 1 . Elle ne rentre donc pas, à proprement parler, 
dans la catégorie qui vient d*étre envisagée. Cependant — et c'est là une 
notion qui acquiert une grande importance dans beaucoup d'applications 
physiques de TAnalyse — tout en étant théoriquement toujours régulière, 
elle doit être considérée comme pratiquemeiit singulière lorsque (x a de 
grandes valeurs : elle présente, en effet, un certain nombre de propriétés 
qui la rapprochent des fondions pourvues de singularités. Elle est toujours 
continue et n'offre jamais de variations brusques, au sens absolu du mot ; 
mais elle passe cependant de la valeur + i à la valeur — 1 lorsque sa 

variable indépendante n s'accrott de la petite quantité — . Elle a une dérivée, 

laquelle n'est jamais intinic ; mais les valeurs de celte dérivée sont très 
grandes par rapport h celles de la fonction, savoir de l'ordre de {a ; celles de 
la dérivée seconde sont de môme très grandes comme \i} ; etc. 

D'après cela, si (en nous bornant au cas d'une seule inconnue) nous sup- 
posons que l'équation (63) a une solution de la forme (^) 

(100) ir = Z sin |in -^ *, 

et si fjt est très grand, les dérivées de n, de Z et de z^ (ainsi que ces quan- 
tités elles-mêmes) n'étant pas très grandes, il faudra que dans le premier 
membre de Téquation (86), les termes en F*', qui sont de l'ordre de {jl^, et 
les termes en F', qui sont de Tordre de (i, s'annulent séparément. La pre- 
mière de ces conditions donne 

(120 A = 

et cela, cette fois, pour toute valeur de II, de sorte que les multiplicités 
n = const. doivent être des caractéristiques. 



(I) Rien d'essentiel ne serait modifié si nous remplacions le terme unique Z sin jiU 
par la somme Z^ sin txll -f 7,^ cos [ill. 
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Les termes en F' donnent la condition (89) avec Jb= 0, par conséquent, 
en introduisant la variable bicaractéristique s définie par les équations (14) 
(n- »83). 

(101) g-+.MZ = 0. 

Inversement, supposons les fonctions 11 et Z déterminées, la première 
par l'équation (12'). la seconde par Téquation (101). Alors le résultat de 
substitution, dans l'équation donnée, du produit Z sin ^n se réduira à 
Q sin {jlII. en posant 

Q = ^(Z). 
Nous aurons donc à déterminer z^ par Téquation 

(102) ^(5r,) = — Qsin iiU. 

Or, pour les diverses équations aux dérivées partielles du second ordre 
(à caractéristiques réelles) que l'on a pu intégrer (comparer n** 339)* on 
constate, pour Téquation à second membre 

(où {f est une fonction donnée de r,, x^, ..., a7„), l'existence de solutions 
représentées par des sommes d'intégrales n«7»'" ou n — 1kp'« de la forme 

(103; / / ••• / '^{^'v •••> ^'») ^(''n ^"a» ..•» ^^'«i ^'i* •••• ^'«) ^' 

OÙ G est calculé a priori, indépendamment de la fonction f? et où dz est un 
élément de multiplicité n fois ou n — i fois étendue, décrite par le point 

Pour obtenir une solution de Téqualion (102), nous devrons remplacera? 
par ~ Q sin |jlII. 

Supposons que les fonctions Q et G satisfassent à des conditions analogues 
à celles de Dirichlet, je veux dire que leurs variations totales (*), sur une 
ligne quelconque finie, ne soient pas très grandes par rappçrtà ces fonctions 
elles-mêmes. Alors la théorie des séries trigonométriques (^) nous apprend 



(!) Jordan. Cours (V Analyse, 2^ édition, tome I, iio 6Ï, pages 54 et suiv. 
(-) JouuAN, Jbid. tome II, cli. iv ; Pioakd, Traité d'Analyse, 2»^ édition, tome 1 
2® partie, ch. ix. 
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qu'une intégrale de la forme (103), portant sur la fonction QG sîn [lU^est très 
petite par rapport aux valeurs de Q et de l'ordre de - • 

Supposons enGn que Q = »1^ (Z) soit du môme ordre de grandeur que Z 
lui-même. On voit alors que, des deux termes de l'expression (100), le 
second est très petit par rapport au premier. La solution se réduit donc 
sensiblement dans ces conditions, au produit Z sin (xD. 

Cette quantité éprouve, d'après sa forme même, des oscillations pério- 
diques d'autant plus rapides que [x est plus grand, et les points de phases 
correspondantes sont situés sur des surfaces II == const., c'est-à-dire sur 
des caractéristiques. 

3«S 1 • — Revenons maintenant à la détermination de Z. Une fois n choisi, 
Z est assujetti à l'équation différentielle (101). 

Or celle-ci ne fait connaître que les rapports mutuels des valeurs de Z 
aux différents points d'une môme bicaractérislique. Elle n'établit aucune 
relation entre les valeurs prises par cette fonction surdesbicaracléristiques 
différentes. 

Donnons-nous arbitrairement, par exemple, une région de l'espace à n 
dimensions, et considérons l'ensemble des bicaractérisliques qui traversent 
cette région : ce qu'on pourrait appeler un pinceau de bicaractéristiques. 
Rien ne nous empêchera de supposer Z différent de zéro sur les bicarac- 
téristiques du pinceau et nul partout ailleurs. 

Les bicaractéristiques sont d'ailleurs bien, d'après ce qui précède, les 
seules lignes qui possèdent celle propriété. 

Or, dans celle-ci, nous reconnaissons bien le carac 1ère essentiel par lequel 
les rayons interviennent physiquement. VÀ\e correspond d'ailleurs d'autant 
mieux à une propriété de la solution (100) que {i est plus grand et, par 
conséquent, z^ plus petit : et c'est bien, en effet, pour les oscillations 
Bxtrêmement rapides, comme les vibrations lumineuses, que la propaga- 
ion par rayons est la plus nette. 

11 faut observer, toutefois, que, dans les régions où Z variera rapidement, 
os conclusions seront modifiées, z^ cessant d'être négligeable {diffraction). 



NOTE I 



SLR LE l^ROBLÈME DE CAUCIIY ET LES CARACTERISTIQUES 



Lorsque nous avons établi (au chap. IV) que si deux surfaces intégrales 
d*une hiôme équation de Monge-Annpère étaient tangentes tout le long 
d'une ligne, celle-ci ne pouvait être qu'une caractéristique, notre démons- 
tration 3st restée incomplète sur un point : nous avons dû, en effet, laisser 
décote le cas où le contact est d'ordre infini. Il y a donc lieu de se deman- 
der si, même en tenant compte des solutions non analytiques, le problème 
de Cauchy est parfaitement déterminé toutes les fois que la série des va- 
leurs données n*est pas caractéristique. Lorsqu'il s*agii d'une équation 
linéaire à coeificients analytiques et holomorphes, la solution a été obtenue 
d'une manière ultérieurement générale par M. Holmgren (^), et cela, noa 
seulemt»nt pour une équation du second ordre, mais pour un système 
linéaire d'un nombre quelconque d'équations. 

Un t ^1 syslome peut, comme on sait, se ramener toujours à une forme 
dans laquelle toutes les équations sont du premier ordre. De plus, si les 
mulliplicités .r i= const. ne sont pas des caractéristiques, ces équations 
sont rô^^olubles par rapport aux dérivées relalives à a?, de sorte qu'elles ont 
la forme 

71 n 

(1) i7.(-) = g - i; A^(x, y) '^^. - 2 Ba,{x, y)z, = 

k^l •' k=l 

(«■=1,2, ...,n) 
les quantités A,;;, B,fc étant des fonctions analytiques et holomorpbes de a? 



(') Ofi'crsigt af Kongl. VetenskapsAkad. Fô/'^a?id/, 9 janvier 1901, p. 91-103. 
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et de y. Si la ligne donnée I. (sur laquelle z^y z^, ... z^ doivont s'annuler] 
n'est pas langenle à une caractéristique au point aux environs duquel 
nous nous proposons d étudier le système des fonctions ;r, on |)eut admettre 
que Taxe des y est la tangente en ce point, les équations conservant la 
forme précédente. 

On peut, de plus toujours exclure, par une transformation évidente, le 
cas où il y aurait inflexion en et admettre par conséquent, que notre 
ligne tourne sa convexité d'un côté déterminé de Taxe des y. Le choix de 
ce coté est même à notre disposition. Supposons, pour fixer les idées, que 
nous avons choisi celui des x positifs, ou côté droit. 

Le système adjoint de (1) est 

^^'(") = S - 2 i (^**"*) - 21 "««* = ^' 

ou 



(8) 


<5i(«) 


'^'»*t ^^ '^ 


^ A)K • 


^"-2-P* 


(8) 




P«=- 


-B« 


î.A„ 


Il donne lieu, avec 


le système donné 


, à l'identité 



{z) + ?(§((«)]) dxdy 



(4) 






où l'intégrale double est étendue à une aire quelconque du plan des xy et 
rintégrale simple au contour de cette aire. 

Les fonctions ^ seront, comme les A et les B, analytiques et holomorphes, 
par conséquent développables en séries de Taylor ordonnées suivant les 
puissances de a? — œ^^y — j/q» ^^ désignant par ôî^, y^ les coi>rdonnées 
d'an point quelconque voisin de 0. De plus, les rayons de convergence 
aiBodésOde ces développements ne descendrontpasau-dessous Tune certaine 
limite fixe lorsque le point, (x^, y^ variera dans lé voisinage de (). Comme 



(*) Voir BoRBL. — Leçons sur les séries à termes positifs, p. 80. 
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Ias fondions correspondantes reslonl finies. Tua quelconque des développe- 
menU en question admettra une série majorante de la forme 

(5. —, ; 

f---l^')('-'-^'") 

M, r. r' étant indépendants de x^, y^. 

Dans ces conditions si, sur la droite x = x^^ nous nous donnons des va- 
leurs desu, soit Ui = fi (y), ces valeurs étant analytiques et holomorphes el 
leurs développements suivant les puissances de y — y^ admettant la série 
majorante commune 

P 



(6) 



1 — 



H 







^P, H constants) les raisonnements classiques relatifs aux équations aux 
dérivées partielles nous apprennent (^) l'existence d'une solution holo- 
morphe du système (2) prenant sur la droite œ = x^ les valeurs données. 
De plus, les développements des fonctions u ainsi obtenues convergent 
pour 

(J^ — a?o) < p. (y — Vu) < P' 

p, p' dépendant de M, r, W, R, mais non de P : on peut, en effet, donnera 
cette dernière quantité une valeur arbitraire en multipliant les valeurs /i(y) 
par un même facteur, lequel se retrouvera dans les valeurs des inconnaes 
el ne modifiera pas les rayons de convergence de leurs développements : p,? 
sont, par exemple, supérieurs aux valeurs qu'ils prendraient si Ton rempla- 
çait tous les Aiky Poc par la fonction (5) et tous les /J par la fonction 






(cas où ces valeurs pourraient être aisément écrites, les u s'obtenant alors 
par inlé'^ration directe). 

Choisissons arbitrairement R, ce qui nous permettra de calculer o, : 
puisque M, )\ r', sont connus. Donnons enûn à x^J une valeur inférieureea 
valeur absolue à p el telle que la droite .v = x^ intercepte sur notre ligne 



(«j JoBDAN. — Cours d\inalysej t. III, chap. III. — Goursat, Leçoru sur Vintcffra- 
tion des opt'ratiuHs dérivées partielles du premier ordre, p. 2-8. 
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Un arc PF (fig, 24) entièrement situé dans le domaine où les considéra- 
tions précédentes sont valables. 

Supposons maintenant que le système (1) admette une solution telle que 
tous les z soient nuls sur l'arc, cetle solution étant définie dans le voisinage 
de cet arc et en particulier dans toute la région 
comprise entre cet arc et sa corde. Nous appli- 
querons la formule (4) au contour de Taire ainsi 
dé» finie en prenant pour les z les fonctions dont 
nous venons de supposer Texistence. 

Quant aux u, ils seront définis de la façon 
si^ ayante : soit Fj(^) la série des valeurs prises 
J^^T 2i le long du segment de droite. Nous 
I><:>urron8 trouver (pour chaque valeur de i) un 
ï>c^Jynome /l(t/) qui ait, avec F,, une différence 
^» <J/) partout inférieure en valeur absolue à un 
'^ cDoibre £ aussi petit que nous le voulons. 

Nous prendrons pour les t/j la solution du sys- 
*-^irae adjoint telle que w, se réduise sur la droite 
^ Zfiiy)' I-** polynômes /j pouvant évidemment 
't.c^ujours être regardés comme admettant des majorantes de la forme (6) les 
'-«i existeront et seront bolomorphes dans toute notre aire d'intégration. 

Dans le second membre de (4), Tintégrale relative à l'arc PP' sera nulle, 
f>uisque tous les z s'annulent le long de cet arc. Sur la corde de PP', d^c 
étant nul, l'élément d'intégration se réduit à 

V n,zid!, = dy V VJ,=r.dif f V K-', + V Y\oX 

'intégrale / f V F. (//)*! (/y; H. le 

des F,; ^, la longueur PP' : il est clair que l'intégrale considérée différera 
de 1 d'une quantitii inférieure à n^ll/. Elle ne pourra donc être nulle si 
Ton a 

. I 

Comme i ost arbitraireinont petit, on pourra toujours supposer celte iné- 
galité vérifiée, et la Formulf* conduira [)ar conséquent à une contradiction 



Soient 1 l 



maximum du module 



3j2 note I 

dès que l'on n aura pas î = 0, c'esl-à-dire dès que les F ne seront pas lous 
idoniiquement nuls. Il faudra donc bien que Ton ait partout du moîos à 
droite de L 

Si = Z^ = ... = 5„ = 0, 

car Tabscisse œ^ est arbitraire sous la condition œ^ <C p. 

Pour établir la même conclusion pour les points situés à gauche de L, il 
suffira de modifier, par un changement de variables, le sens de la convexité 
de cette ligne. 

Le raisonnement précédent se généralise de lui-même au cas d'un nombre 
quelconque de variables indépendantes. S'il y en a trois, par exemple, les 
données de Cauchy seront relatives à une surface à laquelle il suffira de 
donner (par un changement de variables) des courbures de même signe et 
différentes de 0. 

On peut, d'autre part, ramener le cas d'une équation quelconque à celui 
d'une équation linéaire au moyen du lemme suivant : 

Soit F{œ^,Xi, ... , a?m) une fonction qui admet dans un ceiHaxn domaine 
des dérivées partielles continuas jusqu'à un certain ordre p. Si yi, î^t, ..- 
y„x désignent une nouvelle série de variables en même nomhi^e que les 
premières^ la différence 

FG/i» 3/2» •-. Vm) — F(a?,, a?„ ..., œ„,) 

peut se mettre sous la formé 

(2/1 — ^l)?l -^ (y^ — ^t) ?2 -+- - -+- (l/m — X„) ?m 

oit ©i, cpj, ..., o^ désignent des fonctions de ^„ x^, ..., a?„, y^, y„ ... , y^ 
contiyiues ainsi par leurs dérivées jusqu'à tordre p — 1. 

Pour démontrer cette proposition, on commencera par supposer m = \ : 
on verra sans diffîcullc que, pour F continu ainsi que ses p premières 
dérivées, la fonction 

F(//,)-~F(x,) 
1/i — ^i 

est continue ainsi que ses dérivées partielles, par rapport à ^j et à y,, jusqu'à 
Tordre p — 1. 
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Pour passer delà au cas général, il suffira d'appliquer la conclusion ainsi 
oblenue à chacun des termes de la somme. 

[F(?/i, .r^, ^3, ..., .r,„) — F(.r,, x^. œ^, ..., xj] 

-^ [F(y., y^. ..., Vm) - F(iyi, J/„ ..., ym-U -^m)]. 

Si d'ailleurs F est analytique, il sera de môme de o,, o^» •••» ?m. 

Pour 0?, = y,, œ^-= y^. ..., a7„, = y,,,, ces fonctions ont évidcmmeul les 
valeurs 

(7) o, = ^| (i={,2,...,m). 

Cela posé, soient 

(8) ^ [z) = F {x, y,z,p, 7, r, s, 0=0 

une équation aux dérivées partielles du second ordre définissant z comme 
fonction de x et de y ; ^r et î' = ^ -h w deu.i intégrales de cette équation, 
lesquelles coïncident ainsi que leurs dérivées tout le long d'une certaine 
ligne L. On aura 

Mais d'après le lemme précédent, la relation 

\ -' > x- ^y.y 1 ^y* >^^.i» à.r^ij 0//-/ 

— F(.r, 2/, sr, p, g, r, 5, /) = 

pourra se mettre sous la forme 

a, 6, ..., / étant des fonctions continues et dérivables de x, y de z, ii et de 
leurs dérivées : c'est-à-dire (si z ei u sont eux-mêmes supposés dérivables 
jusqu'à un certain ordre) des fonctions continues et dérivables de x et de//. 
Tout revient donc à savoir si cette équation linéaire en u peut admettre 
une intégrale nulle ainsi que ses dérivées premières et secondes tout le long 
d'une ligne déterminée L sans élro idouliquenient nulle — ou, du moins, 
sans être nulle dans toulo une région avoisinant L. 

IIadamaiid 23 
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Remarquons qu'en tout point où u est nul ainsi que ses dérivées pre- 
mières et secondes, on a, d'après les relations (7), 

(10) a = -. 26 = -^, c = ^. 

de sorte qu'en un tel point, les caractéristiques de Téquation (9) sont tan- 
gentes à celles de la proposée. 

La question serait dès lors résolue^ par la démonstration de M. Holmgren, 
si l'équation (9) était à coefficients analytiques. Mais nous ne devons pas 
admettre qu'il en soit ainsi, même si F est elle-même analytique. Nous 
devons, en eiïet, comme nous l'avons dit en commençant, supposer que 
les intégrales z et z' ne possèdent pas cette propriété, laquelle ne saurait 
dès lors appartenir aux coeFfîcients a, 5, c, ... . 

Il serait donc nécessaire d'étendre le raisonnement de M. Holmgren aux 
équations linéaires non analytiques. Cette extension n'est faite jusqu'ici que 
dans un cas : celui où les caractéristiques de l'équation (9) — et, par con- 
séquent, celles de l'équation donnée — sont réelles et distinctes. Dans ce 
cas, en effet, les raisonnements du n* 174 s'appliquent, la fonction de 
Riemann pouvant toujours être formée par la méthode des approximalions 
successives (*). Notre conclusion est donc alors démontrée. 



(*) PiGARo, in Darhoux, Leçons sur la théorie des surfaces, tome IV. 
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Nous avons vu, au chap. V, que, outre les ondes (lesquelles n'exislent 
que dans les tluides compressibles) les fluides quelconques, compressibles 
ou non, peuvent présenter des discontinuilés slalionnaires. On sait d*aiU 
leurs que celles-ci peuvent être absolues, c'esl-à-dire que deux portions du 
fluide peuvent glisser Tune sur Tau Ire à la façon de deux corps différents. 

Depuis Helmhollz, qui, le premier, a allirc Taltontion sur cette catégorie 
de mouvements (*), ceux-ci jouent un rôle important dans plusieurs 
théories hydrodynamiques ; leur existence est invoquée pour expliquer 
diverses circonstances paradoxales, tels que Técoulement des liquides en 
présence de parois anguleuses^ ou encore le résultat connu sous le nom de 
paradoxe de d'AlembeiH (absence de résistance opposée par un liquide à 
un solide symétrique par rapport à un plan perpendiculaire à la direction 
du mouvement). 

De telles explications souiïrent toutefois une objection commune à 
laquelle nous avons déjà faitallusion dans le texte (ch. V). Les glissements 
dont nous venons de parler sont, en efTet, possibles, en ce sens que rien (en 
l'absence de viscosité) ne s'oppose à leur persistance, une fois qu'ils se sont 
produits entre deux régions quelconques du fluide ; mais nous allons voir 
que leur naissance est impossible, du moins dans les conditions où se 
place l'Hydrodynamique rationnelle. 

Si même, sur une surface de glissement, la vitesse de glissement est 



(») Monatsbt'v. der Berl, Ac. der Wissensch , 23 avril i8t>8. 
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nulh en un point déterminé à Tinstant t^, elle restera nulle entre les 
mêmes molécules à tout instant ultérieur. 

Il est toutefois essentiel de tenir compte de la restriction que nous avons 
apportée à notre énoncé il y a un instant. On rencontre, en effet, dans 
Tétude des fluides naturels, des cas qui échappent au raisonnement que 
nous allons présenter, cx)mnie à tous ceux qui reposent sur les équations 
classiques de l'hydrodynamique telles que nous les avons écrites dans le 
texte (ch. III et V) et où, par conséquent, rien n'exclut plus la production 
de discontinuités absolues au cours du mouvement. 

Tels sont ceux dans lesquels, la pression s'annulant, des cavités se creu- 
sent momentanément dans la masse fluide considérée. Ces cavités se 
referment en général par des remous dans lesquels les molécules apparte- 
nant à des régions différentes se mélangent entre elles, de sorte qu'il devient 
impossible d'admeltre en aucun point Thypothèse de continuité du n*^ 45. 

Ce que nous allons prouver est donc simplement qu'une telle singularité 
(ou toute autre analogue, pourvu que les hypothèses qui servent de base à 
l'hydrodynamique rationnelle cessent d'être vérifiées (*)) sont nécessaires 
pour qu'un glissement se produise dans une période quelconque du mou- 
vement, s'il n'en existait pas avant cette période. 

La démonstration repose sur ce fait, constaté au n*" 244, que (moyen- 
nant les hypothèses fondamentales en question) à chaque instant d'un 
glissement relatif, le saut d'accélération est normal à la surface S, le long 
de laquelle la discontinuité a lieu. 

Proposons-nous de former les équations différentielles qui expriment cette 
condition. 

Reprenant les mômes notations qu'au n° 4Î40. nous désignerons 
par J, ïî des coordonnées curvilignes prises sur S, considérée dans son état 
initial S^. Les coordonnées cartésiennes x, y, z d'une molécule ieSappar- 
tenant à la région 1 seront des fonctions de Ç, ») et du temps t : 



iU Les («qualions gônôrales de l'IIydrodynamique sont également modifiées dans le 
cas du frottement; mais celui-ci ne paraît pas pouvoir être invoqué pour expliquer 
la naissance défi «glissements, car il a pour elTet, au contraire, de détruire ceux qui 
pourraient exister initialement. 
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Il en sera de môme des coordonnées x' yf z' d'une molécule de S appar- 
tenant à la région 2 ; mais les expressions seront diiïérenles dans les deux 
cas. Puisqu'il y a glissement le long de S, la molécule de la région 1 qui 
avait, dans l'état initial, les coordonnées curvilignes ;, r, coïncidera, à l'ins- 
tant f, celle de la région 2 qui avait, dans l'état initial, les coordonnées $', y,' 
(en général diiïérentes des premières). Si ^' et r^' sont donnés, \ et r^ seront 
des fonctions de /, qu'il suffira de substituer dans les équations (1) pour 
avoir le mouvement de la molécule {x\ y\ z'). 
Ce sont ces fonctions que nous avons à étudier. 

L'accélération de la molécule (.r, y, z) s'obtiendra en diiïérentiant deux 
fois les formules (1) par rapport à t, sans faire varier ^ et t^ ; elle aura pour 
csomposantes 

5'jg 5^?/ 5^^ 

ai*' ^' M 2 ' 

L'accélération de la molécule {x', y\ z') s'obtiendra en substituant, au 
contraire, h $, r^, leurs valeurs en fonction de t : elle aura pour compo- 
santes 

dr,Y 



d*x' 


b*as _^ A.T d'i bx d\ .^«J^ ld\\- , i»*.» di, di/ 
~" U* "^ ôî dï^ "•" i>ri tW "^ o;^ \dl)- "^ " iVî.>7j dt dt 




., o»a; dî , i)"x dr, 
■^ " c$rf/ dl~^' .-yclt dt ' 




— dt* "^ ô? dt* "^ Sti dt' "^ cî* U// " ÙÏÙ11 rf< rflt 








"~ et* "•" .1$ rft' "*" i)V, (i«-^ "*" o;* \dtj "^ " ^jrtr, ,7i dt 







^^ fdrA 
Cr* [dt I 



(S)' 



^hjjdr,\^^ 



S-Z /f/r.y 



Il sufQra de faire passer dans les premiers membres les termes 

î>^^ î^'|y b^Z 
-| » nf » 2 pour obtenir, aux seconds membres, les composantes du saut 

d'accélération. Nous écrirons que le segment ainsi obtenu est normal à S 
en écrivant qu'il est perpendiculaire aux deux directions 






l 



(2) 

dû 
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Ceci donne les deux relations 

1 di^' Zi \dU "^ di^ • ^ loî Syj j "^ [dtj • ^ Uç ^;V 

"^ dtdi ' j^ U$ ^'^jî^/ "^ U^/ • ^ U' ^*v 

rf$ dr^ V /^' ^-^\ -4- (^^V V /"^ ^-^^'^^ 

"^ - c^i (/I • ^ \S. ë»$.n,/ "^ \rf^7 • ^ \&7i ônV 
\ "^ " c/r^^ \iV, i>^^^/ c/r .iiid \ôï3 Miô// 

où les signes X signifient qu'il faut remplacer, dans les dérivées partielles, 
X par ^, puis par z et ojouter les trois expressions ainsi obtenues. 
Nous voyons s'introduire ici les coefficients 

m K=y(|)". p=2(|:0. «-2(?)" 

de rélément linéaire 

de la surface S à l'instant considéré : ce sont eux qui figurent comme coeffi- 
cients des dérivées secondes de ? et r^, dans les écjuations précédentes. 
D'autre pari, leurs dérivées parlielles permettent d'exprimer les cœffi- 

cents de y ,J^^-,(^^- j, savoir 





Y» «vr .v^.r _ _ 1 oK yi ^x .>2^ __ ^F < ^G 


W ^Ti ^ ^ ô^ ~ 





Elles pcrmetlent également d'exprimer deux des coefficients de-7;* —! • 
celui de ^.^ dans la première équation : 

"y^ .\>; o^r r>E 
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et celui ie-,-^ dans la seconde 
at 

9 V '^ ^'x i>G ^ 

Mats il n'en est pas de même des deux coefficients restants 

Leur somme seule peut se calculer à Taide des coefQcients (3) : elle est 

égale a--. 

Il était d'ailleurs évident a priori que, dans les équations (2), devait 
s'introduire un élément distinct de la forme de la surface S. En effet, le 
mouvement d'une mulécule (a-', //, z') peut cire considéré comme résullant 
du mouvement de la surface S prise dans la région 1 (c'est-à-dire celui des 
molécules (x, y, z) ) et du mouvement de (x, y', z') par rapport à[(<:, y, z): 
le premier de ces mouvements pouvant être regardé comme un mouvement 
d'entraînement et le second comme un mouvement relatif. Or on sait que, 
dans la théorie des mouvements relatifs, les accélérations ne se composent 
pas linéairement comme les vitesses : si, par exemple, le mouvement d'en- 
traînement était celui d'un système invariable, on aurait à tenir compte de 
l'accélération complémentaire de Coriolis, laquelle dépend de la rotation 
instantanée de ce système. On doit donc s'attendre à rinter\'ention d'une 
rotation de cette espèce dans la question actuelle, et même le théorème de 
Coriolis auquel nous venons de faire allusion nous indique la partie de 
cette rotation qui jouera vraisemblablement un rôle. Si, en elTet, la rota- 
tion en question était tangente à S, comme il en est de même de la vitesse 
relative, le théorème de Coriolis (en le supposant applicable) donnerait une 
accélération complémentaire normale. (]omme l'évanouissement des com- 
posantes ianyenlielles du saut d'accélération nous intéresse seul, nous 
ne devons avoir à utiliser que la composante normale de la rotation. 

11 est aisé de voir que les choses se passent effectivement ainsi : il suffit 
de décomposer le mouvement de S en une déformation pure et une rota- 
tion, comme nous l'avons fait aux n^" ot el iVi, 11 est vrai qu'au lieu 
d'une déformation de l'espace, nous n'avons ici que la déformation d'une 
surface ; mais, pour ramener ce dernier cas au premier, il suffit d'imaginer 
que la surface S entr.iîi)»» avec elles ses nornialos, chacune de celles-ci se 
déplaçant comme une droite invariable. On pourra alors écrire, en dési- 
gnant par le symbole ci les différentiel les qui correspondent à des déj)lace- 
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monts (luns l'espace à riiislanl considéré ; par u, v, w, les composantes de la 
vitesse du point (.r, y, z) et par cp une forme quadratique en dx^ dy^ dz, 
écrire les équations du n** 09 sons la forme 



du = 


- 3 à{dx) 


dv^ 


i i^o 
- 2 .VZ/) 


dic = 


1 (>0 



- qdz — rdy, 
rdx — prfj, 
pdy — qdx, 

I W ^U i^Z\ 

et, par conséquent, en prenant t/x, dj/, dz proportionnels successiveraenl à 

or en ^z . , t\r ^v t^^ 

, _./ , et tt _,_:., _ on aura 

o; ^c 0- or, Oii or/ 









1 ^o 



'•CD 






^\ 












o! 



of le> éqiialions annlo^uos où 3 est remplacé par t^. 

Multiplions mainlcnanl les Irois premières de ces équations rospeclive- 

meut p(ir —, -, -; les trois (lernieres par ^, ;, --> et retranchons la 

somme des Irois d<»rniers produits do la somme des trois premiers. 1^ 
termes qui dé[)eiiJont des dérivées de o s'élimineront et il restera 









75 ^ r 



<u* 


^V 


^z 


►' 


', ^ 


~t 


i^; 


'K 


*^; 


lU" 


':y 


o;: 


'^ 


''*^i 


^''^. 



2Rv'EG_F-, 



.'Il J('sigiiaii( par U la cuiiipusianlu normale de la rolatiou {p, q, >•). 
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Donc enfin, les équations (2) s'écrivent 

F <^'' ^ V '''^' ^ ' r^E /'^''\' ^ ') ^ï^ '3 «'^ -u /•) '!Z _ ''^\ Z'^^'^n 

•^ cil' '^ " dV^'À L<^î w// " ôT, </< c/i" "^ \- iyt, ôî ; \^/<J J 

+ ?K rf? /|)F _ \ ^r. 
., ,n ^ r <^''- ■ > r/.> '"^P ^^^^ /f^>\' ^ 9 ''^' <^î '''■' -^ '^^ /''^' \'l 



(5) 



(■|-^«) 



r?î , «)G C?r, __ 



Lorsque lu surface S est fixe ainsi que les molécules de la région l siluées 
sur celle surface, les deux équalionsque nous venons d'obtenir se réduisent 
à celles qui définissent le mouvement d'un point sur S, en Tabsence de 
lorce accélératrice; ce qui é!ail évident a jt)}*<ori, puisque ces dernières s'ob- 
liennenl en exprimant que laccéléralion est normale. 

Dans lous les cas, si le mouvement du milieu 1 est donné, celui des 
molécules x\ ij\ z' est déterminé parles équations (5) lesquelles sont de la 
même forme que les équations de la dynamique à deux degrés de liberté, 
en ce sens que les dérivées secondes de \ et de t^ sont exprimées par des 
polynômes du second degré par rapport aux dérivées premières (*). 

D'aulre part, les équations i5) élant toujours résolubles par rapport à 
ces dérivées secondes (puisque EG — F^ est toujours positif) et admettant 
la solution ;= const., r, = const., il résulte des théorèmes généraux 
relatifs aux équations diiTérentiellcs que \ et r^ sont forcément coiistants 
si, à u?i instant déterminé quelconque t^ leurs dérivées sont nulles^ c'est- 
à-dire se, à cet ifistanf, il ny a point de saut de vitesse. 

Ceci pourra d'ailleurs avoir lieu en tous les points de la surlace S — et alors 
celle-ci ne sera pas une discontinuilé absolue — ; ou seulement en certains 
points de cette surface, et aL^rs les molécules de la région 1 siluées en ces 
poiiils cuïntideron!, dans loule la suite du mouvement, avec les molécules 
correspon Jantes de la région 2. 



(i) Si l'on substiluail à rune des portions du fluido une paroi solidd anîmée du 
inAim* moiiv«Miieiit, lo inouvoin"ut ih\s mol«''cul«'s »1h la partie lliiide ne serait pas 
clianiT'''. Il nVri n'-siiltt* pas, bien entendu, ([ue les ôi|uulions (5) soient applicables au 
Uiouvcnient superlicicl d'un lluide lirnil»' par une paroi quelcv^nque. Il n'eu est ainsi 
que dans le cas où le nioiivcnienl do celte paroi est celui qu'elle prendrait d'elle- 
nièuie si on la supijosail lluidf, de ui<"'nie nature que le milieu qui la touche et 
soumise aux pre^^ious de ce milieu. 
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Nous avons élabli aux n^'254-9«>5que la présence de disconlinuités du 
second ordre ne meltail pas en défaut les théorèmes classiques de fhydro- 
dynamique relalifs à la conservation du potentiel des vitesses ou des tour- 
billons. Nous allons nous propotier de rechercher Teilet produit à cet égard 
lorsque la discontinuité <|ui se propage est du premier ordre. Nous emploie- 
rons à cet effet l'intégrale 



/ 



udv 4- vdi/ -\- tcds 



ou circulation, prise le long d'un contour fermé C. 

Ce contour étant de forme entièrement arbitraire, nous pouvons supposer 
lK)ur simplifier que pendant les 



instants où il traverse la surface 
d'onde, il n'est jamais rencontré 
par elle qu'en deux points. 

Soient alors A, B les deux points 
de rencontre à un instant déter- 
miné ^ Prenons pour étal initial 
l'état de la région 1 à cet instant ; 
soient encore A' B' les positions 
ioiliales des points de rencontre à 
rinstanl t -h dt : ces points seront 



1 




Fig. 



déterminés |)ar la nouvelle surface d'onde S'o, située à une di^tance ^kH 
de la première S,,. 
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évaluer de combien a varié la ctrculalion pendant l'inlervalle de 
lia dt, nous considérerons séparément : 
JE^^^LLes deux arcs liA, A'B' (/?//. 25) dont le premier apparliont, pendant 
^ ^ l*intervalle de temps considéré, à la région 1 , le second à la région 2 ; 
' Les deux petits arcs AA', B'B qui passent d'un état à Taulre pendant 
cmps di ; 

p iM açonB-nous dans le cas le plus simple, celiii on Ton ne tient pas compte 
r* i'objeclion d'Ilugoniot et où, par conséquent, la pression et la densité 
r' nt liées par la loi de Poisson ou, plus généralement, par une relation 
\ aol la forme (13) du n" i:it. 

La variation relative à lare HA est donnée par les considérations clus- 
^^ès qui servent à établir le théorème des tourbillons ('\ Elle est égale au 
**%lluîl de dt par la diiîérence des vak^urs que prend, aux [)oints A et B, 
^«^antité 



li' 4- V- -r tr- y 



-/t 



^ù V est toujours le potentiel des forces pondérales et où le dernier terme, 
lue nous désignerons par — P, est comme on sait, dans nos hypothèses 
ictuelles, une fonction de p. 

De même la variation de l'intégrale prise suivant Tare A'B'est le produit 
de di par la diiïéreuce des valeurs que prend la quantité Q aux points B' 
et A', 

La somme de ces deux termes donne (en supposant le contour parcouru 
dans le sens A'B'BA) 

«) rf/(Q^ - Q„ + Q,. - Uv) ■-= <li [0, - 0,. - (0.. - 0,,) ] 

OÙ, dans chacune des dilTércnces Q^ — Qa» Qb — ^b» ^" P'^"^ ^^^"^^ **^^" 
Iraclion du lerme V, qui est continu au passage de l'onde. 

Occupons-nous maintenant de la ])artio relative à l'arc AA'. Soient ^r^, //p 
jp U|, Vj, tri les coordonnés et les composantes de la vitesse d'un point de 
cet arc dans l'étal i ; x^^ y^, ^^, u.,, i\, w.^, les mûmes quantités considérées 
dans l'état 2 : on aura, 

(8) ,;..,, _...o 
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et, Japr^s l»;= (jrmul^ i9t du ii" 55, 

•fr» ii-îJjairjl t Uj .lir-!- pir /, -x, <. 6 les co m posantes de la discoiilinuité et 
id vilfr^â^J- p.- ;■.iJi:^•u ra[ipurl»-fs à létal initial yest-à-direà l'état de la 
r-.i'.'r* 1 ri f»tr a. i. - i-r- «.lyïiaiis directeurs de la normale à Tonde. 
\\ \irii: -i o:. Tii ii.a!i.iplidiil re-^peL-livement les quantités (3) j>ar lei 

.■uiii.i:-.* 4i 

îiir. — r. ■\.-~ • î'r =»<."'r. — '■./i'/, -r irjC/jTj — ^</.rf./'j-+- [iffy, -h vcfr ^ 

_ > : -^ .^î _i- v-)6 (xrfj?, -h ?c?i/, -h 7^5 ^^ î 

i> 

.:*: -idu*. ■-: r.*i:-r^ 'L'Cini*? un intiniment petit, les intégrales prises suivt»_^^^ 
Tir- AA . i^r .-t-^îr.p-». -r^ r-diiinjnl aux ditlérentielles correspondant^fl^^. 
Ld ii T.rrs - "•? = :"*- — - ' — V '-:• prnjpclion normale de Tare AA\ _^ 
stri i.tr-» î i-» ••••. -ii^taa»» des d-tix surfaces d*ondes dans l'état inil y^y 
l '-'\pr->>i :: -' * — i *'/ — "-«-.. a«^ ramr.'uera à la précédente si n ,^,^^ 
n?!n:.Id • r."i . i. » ^d^ '•^'-^'^ va^ur-» .'x, /.î, /.'(où l est la grandeur d ^?/j 
J:-, ij.: .lii - : r?l ^ ?«?ri éiriîe ^ /*}'i^ pt^ndant que àm, -h urj -+- v/^.^ 
rv:.»r 's.'a t-n * , Ji r , d»^ii^ii»'. comm.' au n* lOÎI, la composex7/e 
i: .Mil L-^ itf .»i i -^^^ -^^^ T'itdl l !. La variation de l'intégrale relative à 
V V > ri ica; 

■ ti^ ^' •.'*■•< ii<. '''ur 'ix'»p le» iilées, que la pro|)agatîon a lieu del^ ^^ 

-► .1 ' • [^ .1 ^^••'11 - "i (lie, par ..onàéquent, les molécules atteinte*^ "" 

■ ....:.. M^'s.'.it il* .'".at : 1 Téiat l. 

, , ..,.-..;■'• i L-îy 1 1 "i 'Jfï»? expression tout analogue, mais prisi 

.1 ^. , ■• -Il ' ^'■ 
^^ ^ .,. x '.•>-;: 2 . n:-^ [h^uvoos aussi évaluer la différence des 

iiit l«>n-5 A et A' ou aux points Bel B') à l'aide 

...... ^ 3 Ii \i«'ndr.i .iiri>i. lomme au n" 8o7. 



[-r'l-Lj = «,,.-!^-. 
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La variation lolale de la circulation, c'esl-à-dire la somme des expres- 
sions (2) et (5), sera dès lors égale an produit de dt par la quantité 

(6) p,_p, +;e'(^ + i) 

relative au point A, diminuée de la quantité analogue relative au point B. 
Utilisons maintenant les formules 

Pi 
du n° 2o6. La quantité (6) devient 

Il est clair, dans ces conditions, qu'une fois le contour C complètement 
passé dans la région 1, la circulation suivant le contour aura augmenté de 
l*întégrale curviligne 



(8) 



/"'•■ 



dans laquelle t représente l'instant où un point quelconque du contour 
aura traversé l'onde, la quantité II correspondante étant calculée au mo- 
ment de ce passage. 

Supposons le contour G très petit et très voisin d'un point déterminé 
de la surface S. Rapportons le à trois axes rectangulaires 0;, Or^, OC dont 
'^s deux premiers soient tangents à S en 0, le troisième normal et dirigé 
^ers la région 2. t sera alors une fonction de î, t), Ç, et il en sera de même 
fe II. L'intégrale (8) pourra s'écrire 



») 



/"(.-i«-:^^'*ï4 



On sait que, pour obtenir les composantes du tourbillon, il suffit d'appli- 
lUer à la circulation le long d'un contonp fArmé le théorème de Stokes, de 
ûcianièrc à la mettre 8on^ ^' 
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loù s osl une surface quelconque menée par le conlouret lîmilée à ce con- 
tour, el où H est la normale en un point quelconque de 2) : les quanlilés 
p, 7, r sont alors les composantes cherchées. On aura donc les composanles 
p, q, r du tourbillon additionnel produit par le passage de Tonde en fai- 
sant ce même calcul sur rinté«;rale (9 : il vient ainsi 
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Si, enfm, nous tenons compte de ce que le contour est infiniment voisin 
de l'origine, nous devrons faire — = — = (puisque les axes dps;el 

des r, sont lancent-? à S) el -^ = ^ : d'où enfin les formules cherchées 



(11) 



; et r, peuvent rire CDUsidérés comme des coordonnées curvilifçnes surli 
surface S, dont un point quelconfjue, voisin de 0, peut être substitué à sa 
projection sur le plan langent en 0. Les valeurs de p et de q dépendent 
alors uniquement de la distribulion des valeurs de II sur S : Il résulte des 
formules (11) (\uinie onde de choc crée toxijonra des tourbillons par son 
passa (je si la quantité II nest pas constante sur Voiide à chaque instant. 

Il est d'ailleurs clair (jue, sur une onde prise au hasard. Il ne sera pas 
couslant, à moins que la relation entn^ la pression el la densité ne soit t4le 
que celle quanlilé soit idenliqueinent nulle. Mais c'est ce qui n'aurait lifu, 
ainsi qu'il est facile de s'en assurer, que dans le cas, dont nous avons |>arlê 

au n*" 114, où serait une fonction linéaire de w. 

P 

Nous avons admis, dans ce qui précède, l'exactitude de la loi de Poisson. 
Si Ton se plaçait au |)oint de vue d'IIufroniot, la question perdrait de son 
intérêt, |>an:e que les tourbillons, après avoir été modifiés au moment du 
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passage do l'onde, conlinueraient à s'altérer dans le mouvement continu 
qui suivrait. La quantité k qui figure dans la relation 



devenant, en eiTet, variable après la discontinuité, la quantité -- cesserait 

P 

d'être une différentielle exacte et la théorie générale des tourbillons d'étro 
applicable. 

Il est d'ailleurs aisé de calculer, même dans ce cas, la variation instan- 
tanéedu tourbillon. 11 faut toutefois observer qu'à cette variation instantanée 
viendra s'enjoindre une autre continue. Si donc nous considérons, comme 
tout à l'heure, notre contour C qui met, à traverser l'onde, un certain 
temps T (d'ailleurs très petit en même temps que les dimensions de C), la 
variation qui se sera produite, pendant le temps t, dans la circulation le 
long de C, sera l'effet combiné des deux causes dont nous venons de parler, 
et non celui de la seule variation instantanée. 

Mais il est aisé de discerner le terme provenant de cette dernière de celui 
qui est dû à la variation continue. Ce dernier est, en effet, de l'ordre de Xt, 
où X est une aire limitée au contour C : il sera donc infiniment petit par 
rapport à la variation instantanée, qui est de l'ordre de 1. 

Dans l'expression FIa — IIh, qui nous fournissait tout à l'heure, au fac- 
teur dt près, la variation élémentaire de circulation, une seule catégorie 
de termes devra être modifiée : ce sont les termes en P. Leur ensemble 
(P, — Pi)a — (Pi — 1\)b devra évidemment être remplacé par ladifférence 

des valeurs que l'on obtient pour l'intégrale l - - lorsqu'on la prend de B 

en A sur la partie du contour (' située dans l'étal 1 ou sur la partie située 

dans l'état 2. 

Soit menée la surface S limitée au contour C, et que nous supposerons, 
pour fixer les idées, constamment composée des mômes molécules. Soit i la 
ligne B A suivant laquelle 1 coupe la surface d'onde S au temps ^ Nous 
remplacerons la différence des deux intégrales dont nous venons de parler 
par l'expression 



fiî'-î-} 



(12) 

En opérant ainsi, nous altérerons la différence en question d'une quan- 
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tli^ 'îe l'orire d-» 1 : celle qn.inlité. dain* V ii%i*'sr'*.i*^ ir-^#*> i«r rairo^irt à / 
♦lir.s i'ifitenrîll»* d** temps •:, doniK*ra an renulai u* ' inut» u» 2-. i«»f|ixel 
devri ^tiv oézliiî'» d'après ce qfiî a ét#f dîl ;i;im- uvv. 

>'ïi * an piram-tre corre^p'i niant i^ ii» jrtiiu* vwrmut^ «r r-«k nrïûïsaiit 
d^ B rf»^n A. par exemple Tare de t <»rr.p> a jm-lr oi i«fiiiL 3. %m» poar- 
rori?^ prendre c>jmm? c:pordonoées c:3rwîJirii» «ur 2^ ^Tosteir r «là a ne 
moïéfîate qoeîcooqne de cette •urfi'^*- •rii a't^siA?- jar ' iiuk^ -a* a TTfair de* 
d^^iermfnant la p=>$îiîoa d** e>lie iB-rî"^'.-»!*- fsur sl iirig r Mi^ i^ JUt mAiiite. 
D'iprv^ rhypoth^se faîte sar la f^><ît^>a As |4ai.T âef rr.. in. mn. «Hbiïble- 
ment 

(13^ ^ = ». i = *. 

et oe!a en tint pof'it de 1 ef -i Ni-it în**ia! f fi:<t*r-'i^cr. naïf Tizi*? q::3n. 
lilé sufll^iamm^^Qt petite, a rint'-rval* de t «sjtt t -«î hl i^ar rTft?*^t|"rr-nl- 
l'aîre 1. comple^eirent -Hta-*? Am* ta rOT-ii !. «en jrLiiJaiHa': Tiêânie de 
l*oniieV 

l^*jiulr»» p.irf. Pi'at^'zrale de fa qii.iatft»^ • 12 . jcss* jar rtTÇ«:rt k f est^ 
év idem meut 



/ / ', 



,X4) if- -i_ • P 



|)nu-«Mtoti)mont. au m-^ment ie -=<« pa>*a.-e à lrav*Ti ;*--ed^ et êiaiit. pa i 
rnnH.ijiuMït. t\»rïcfcî.U'iie* :c- r!- -a .•ê*>^ :. r. -de celte nM>W*if«>a Piosiant/, 



o\\ i\\\Vi\ ( tnii^iuo '' - ♦) 



-^•- .1 = 1.2. 



Si n»>us r |H>rtvMi< .* "5 viln? :r> lins i i"î">CTile 14:. il >aftîra d'empïoyei 

ON' ~ S •» ' 

(}ui rt''sultonl des ^:|iji î.n> 13 , jr-i;- meitn? celle-ci soas Ja forme ^10» 
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le coefficient de cos (n, î) étant â (— ^ ^ ) ®* c®'"' ^^ ^^^ (^» ^0» 

** e ( p, ùTi p, ftT) .>Ti L 2 \p, p,/J I 

_ 1 i i .V', _ i ôp, _ ô f p, - p. /l j^\l ^ 
^ ~ M Pi ''^' P. ^ *1 L 2 \p, ^ p./ J ) 
p = 

où oa derra supposer p,, p,, p, et p, liées par la relation adiabatique dyna- 
mique (13) du n<> 257. Cette relation permet d'ailleurs de mettre les 
formules précédentes sous la forme 

^--liïri:rT)i[Pt i«j P« 0,1 j 

(m — i)e ^ '"ô^ '""ô^/ 

•1 (m — l)e\P« ôÇ ?• ôf^ 

R /q, ô l og A:, _ „ ô_log A,\ 

~(m — l)6V'~d5 ' 'âT"/ 

où Tt, T, sont les deux températures absolues, pendant que l'on a 

et que R désigne la constante qui figure au second membre dans Véqua-^ 
tion (5) du n» 125. 



fiAOAMARD 24 



NOTE IV 



SUR LA RÉFLEXION DANS LE CAS D'UN PISTON FIXE 



Nous avons vu au chapitre IV (n° 180) qu'en cherchant à tenir compte 
à la fois du mouvement préexistant du gaz (ce mouvement étant quelconque) 
et du mouvement du piston, on était conduit à un problème très différent 
de celui qui correspond au cas où le mouvement initial intervient seul et 
d'une difficulté bien plus grande, grâce à cette circonstance que Ton a à 
déterminer une solution de Téqualion d'Euler (équation (46) n" 175) par 
des données relatives à une ligne inconnue du plan des ir^, 

H est cependant un cas particulier qui fait exception et où la question se 
résout sans difficulté, c'est celui où le piston est immobile (ou plus géné- 
ralement animé d'un mouvement uniforme). 

Alors en effet à rextrémilé du tube (par exemple pour /i = 0) la quantité 

u = i\ sera nulle (ou constante). 

D'autre part, pour m constant el.rseul initiaIomc.il, on a toujours ôp = w/. 

Dans ces conditions, la quantité z dé/hue par la formule (30) du 
no 170 sera nulle. 

Nous avons donc à déterminer une solution :: Je l'équation d'Euler par 
les conditions suivantes : 

1° z sera nul pour J -i- r, = (ou pour ; 4- r, égal à une constante 
donnée 2 v) ; 

2° Les valeurs de z seront connues sur une certaine ca-acléristique 
Tj = const., à savoir l'onde suivant laquelle lo mouvement cherché se 
raccorde au mouvement initial donné soit 
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Nous avons dit plus haut (chap. VII) qu'un tel problème est possible et 
déterminé, pourvu que les données précédentes concordent au point du 
plan des {r^ qui esl commun aux deux lignes précédentes, c'est-à-dire lorsque 
Ton donne à r, lu valeur r^^ et à ; la valeur Ç^ = 2r — r,^^. 

Pour en trouver la solulion, traçons la seconde caractéristique î = $o 
qui passe par ce même point et qui n'est autre que la symétrique de la 
première par rapport à la lip:ne droite A représentée par Téquation Ç -h tj 
= 2v. Considérons la solution ^ de Téqualion d'Euler qui prend^ pour 
r^ = r^Q, les valcurs données et pour ; ^r^ ^^^ des valeurs égales et de signes 
contraires aux premières. J'entends par là que, au point (J^, T^)^ z aura une 
valeur égale et de signe contraire à celle qu'il prend au point (2v — t), t)q) 
symétrique du précédent par rapport à A. 

D'après ce que nous avons vu au n** 172, en nous donnant ainsi les 
valeurs de z pour Ç = Sq d'une part, pour \ = tq^ de l'autre, nous déter- 
minons une intégrale de Téqualion d'Euler. 

Or il est clair que cette intégrale prend des valeurs égales et de signes 
contraires en deux points quelcoiiques symétriques l'un de l'autre par 
rapport à A, c'est-à-dire dont les coordonnées?, tj ; {' r/ sont liées par les 
relations 

(1) jr = 2.,-., 

La transformation ainsi détinie no change pas, en eiïet, l'équation aux 
dérivées partielles et change les signes des données initiales. Puisqu'elle 
change de signe lorsqu'on passe d'un coté à l'autre de A, l'intégrale z esl 
nulle sur A : elle représente la solution cherchée : solution que l'on déter- 
minera par la formule (40) du n'' 1 7^^. 

11 est aisé de mettre en évidence, dans le calcul auquel nous sommes 
ainsi amenés, le phénomène de la réflexion. Soient, on effet, n\ w' les 
valeurs prises par u et w moyennant les formules (27) du n" I 70, lorsqu'on 
donne à $ k valeur J' et à •/; la vaU ur v/. I,a transformation (1) que nous 
avons écrite il y a un instant correspond à 



Zy les nouvelles valeurs de 
z seront 

t 











u' = 


2v — w. 


0)' 


La nouvelle 


valeur de z 
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-=. — 
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de t = 


^z 
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Si donc, l'état initial du fluide donné étant supposé correspondre à a >> 0, 
nous considérons une masse fluide toute semblable remplissant la région 
a <<^ 0^ et que nous imprimions à ce second milieu un mouvement tel que, 
moyennant les relations (2), on ait (3), l'ensemble du fluide réel et du 
fluide fictif formera une seule masse dont le mouvement satisfera à l'équa- 
tion aux dérivées partielles. Ce mouvement, qui se calculera à partir de 
l'état inilial du fluide donné comme il a été expliqué au n"* 179, satisfera 
de lui même à la condition x = vt pour a = 0, de sorte que nous pourrons 
dans ces conditions supprimer le piston. 

Or chaque molécule du fluide Actif est, à un instant quelconque, symé- 
trique de la molécule correspondante du fluide réel par rapport à la cloison. 

Bien entendu, la solution ainsi obtenue peut être sujette à la difficulté 
signalée h la On du n* 179 et donner lieu aux singularités considérées 
aux n°" 104 et suivants. 



r/ 
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